skmo.sk

70. ro¢nik Matematickej olympiady
2020/2021 Riesenia uloh okresného kola kategorie Z9

Informacia pre okresnu komisiu MO:

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tiplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby co najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

Prosime o zaslanie opravenych rieseni okresnych kél aj s vysledkovou listinou predsedom
KKMO alebo nimi poverenej osobe do 17. februara.

Upozortiujeme tiez na moznost zverejnit vysledkovu listinu okresného kola na oficidlnej
stranke Slovenskej komisie MO: skmo . sk. Staci poslat vysledkovi listinu e-mailom na adresu
skmo@skmo.sk v takom formdte, v akom si ju Zeldte zverejnit na internete. Na stranke
skmo . sk/dokument . php?id=429 ndjdete Sablénu vo formédte Excelovskej tabulky, ktorti mo-
Zete pri priprave vysledkovych listin pouzit. Nie je to vSak povinny forméat, mézete pouzit
aj vlastny. Prosime len, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu:
Ak prave 5 ziakov dosiahne viac bodov ako ziak X.Y. a prdve traja ziaci (vratane X.Y.)
dosiahnu rovnako vela bodov ako X.Y., tak ziakovi X.Y. patri v poradi 6. — 8. miesto,
pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom sa urcuje umiestnenie vsSetkych
ziakov.

1. Babicka mala stvorcovi zahradu. Dokipila niekolko susednijch pozemkov, ¢im ziskala
zasa Stvorcovy pozemok, ktorého strana bola o tri metre dlhsia ako strana povodnej
zdhrady. Takto bola vymera pozemku o devit stvorcovijch metrov vicsia ako dvojndsobok
povodnej vymery. Akd dlhd bola strana povodnej zdihrady? (Katarina Buzakova)

RieSenie. Oznaéme a dizku strany povodnej stvorcovej zéhrady. Po dokupovani vznikol
novy §tvorcovy pozemok, ktorého strana mala dizku a + 3. Pre vimery pozemkov podla
zadania plati
(a+3)% =2a%+9.
Ekvivalentnymi apravami dostadvame
a?+6a+9=2a>+09,
6a = a2,
0 =a(a —6).

Uvedena rovnica ma dve riesenia: a = 0 a a = 6.

Povodnéa zahrada mala nenulové rozmery, teda jej strana bola dlhé Sest metrov.

Poznamka. Sice nevieme, ako vyzerali dokupené pozemky, ale vymery zdhrad (a ich
) )
pomocné delenia) mézeme znazornit nasledovne:
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Velky stvorec je zloZeny z dvoch $tvorcov a dvoch zhodngch obdlZnikov, resp.
z jedného Stvorca a Styroch zhodnjch obdlznikov. Takto nézorne vyjavujeme vysledok
a=3+3=6.
Ndvrh hodnotenia. 2 body za formuléciu podmienok zo zadania pomocou jednej neznamej; 2 body za

ekvivalentné tpravy; 2 body za vylicCenie nulového riesenia a zaver.
RieSenia zaloZené na grafickom znazorneni hodnotte podla kvality sprievodného komentéra.

2. Babicka este nemd 100 rokov, vnucka md viac ako 10 rokov a vek babicky je ndsobkom
veku vnucky. Ked vnucka napisala vek babicky a zan vek svoj, dostala §tvorciferné cislo.
Ked babicka napisala vek vnucky a zan vek svoj, dostala iné Stvorciferné c¢islo. Rozdiel
tychto dvoch stvorcifernych cisel je 7128. Kolko rokov moze mat babicka a kolko vnucka?
Uvedte vsetky moznosti. (Libuse Hozova)

Riesenie. Oznacme v vek vnucky a b vek babicky. Vek babicky je nasobkom veku
vnucky, teda b = kv pre nejaké prirodzené k.

Stvorciferné ¢&islo zapisané vnuckou bolo 100b + v, Stvorciferné éislo napisané ba-
bickou bolo 100v + b, teda

(1000 + v) — (100v + b) = 7128.
Po tpravéach (a dosadeni b = kv) dostavame

99(kv — v) = 7128,
v(k—1)=T2.
Ulohou je najst v a k tak, aby platila predchadzajtca rovnost a navyse v > 10 a b =

= kv < 100.
Cislo 72 mozno (az na poradie ¢initelov) vyjadrit nasledujicimi Siestimi sposobmi:

72=72-1=36-2=24-3=18-4=12-6=9-8.

Postupne rozoberieme vsetky moznosti vyhovujice v > 10 a uréime zodpovedajuce k
ab=kuv:

72 36 24 18 12
2 3 4 ) 7
144 108 96 90 84

Silno st vyznadené vyhovujice vysledky, t.j. tie, pre ktoré plati b < 100. Uloha m4 tri
rieSenia.
Iné riesenie. Oznacme v vek vnucky a b vek babicky, dalej v = AB a b = CD dekadické

zapisy tychto cisel. Informaciu o rozdiele Stvorcifernych cisel zo zadania vyjadrime
pomocou algebrogramu:

CDAB
—ABCD

7128



Kedze vnucka je mladsia ako babicka, dochddza na poslednych dvoch miestach k ,,pre-

chodu cez desiatku*:
1AB

- CD
28

Teda babicka je o 72 rokov starsia ako vnucka.

KedZe vnucka méa aspon 11 rokov, méa babicka aspon 83 rokov. Kedze babicka mé
nanajvys 99 rokov, ma vnucka nanajvys 27 rokov. V tychto medziach sta¢i prebrat
vetky dvojice v a b = v + 72 a overit, ¢i b je ndsobkom v:

v 11 12 13 14 15 16 17 18 19
b 83 84 85 86 87 88 89 90 91

v 20 21 22 23 24 25 26 27
b 92 93 94 95 96 97 98 99

Vyhovujtce vysledky st vyznacené silno; tloha mé tri rieSenia.

Ndvrh hodnotenia. Po 1 bode za kazdé vyhovujice riesenie; 3 body za tplnost a kvalitu komentéra.

3. Karol, Miro a Ludo porovndvali svoje zbierky zndmok. Ked kontrolovali pocty, zistili,
Ze Karol a Miro maji dokopy 101 znamok, Karol a Ludo 115 zndmok, Miro a Ludo 110.
Ked overovali, ¢o by mohli menit, zistili, Ze Ziadnu zndmku nemaju véetci rovnaki, ale
Ze Karol a Miro maji 5 znamok rovnakijch, Karol a Ludo 12 rovnakiych, Miro a Ludo
7. Kolko znamok md Ludo inych ako ostatni chlapci?  (Miroslava Farkas Smitkova)

Riesenie. Oznacme postupne K, L a M pocty znamok, ktoré vlastni Karol, Miro
a Ludo. Podla zadania plati
K+M=101, K+ L=115 M+ L =110.

Suctom tychto troch rovnosti a dalsimi tpravami postupne dostavame:

2K +2M + 2L = 326,
K+ M + L =163,
L=163— (K + M).
Dosadenim prvej z Gvodnej trojice rovnic zistujeme, ze Ludo mé celkom 62 znadmok
(L =163 — 101 = 62).

Z tychto 62 znamok mé 12 rovnakych ako Karol a 7 rovnakych ako Miro. Ludo
teda ma 43 znamok inych ako ostatni chlapci (62 — 12 — 7 = 43).

Iné riesenie. Ozna¢me postupne k, [ a m pocty znamok, ktoré vlastni iba Karol, iba
Miro a iba Ludo. Podla zadania plati

(k+5412) + (m+5+7) =101,
(k+5412) + (1 + 7+ 12) = 115,
(m+5+7)+(+7+12) =110.
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Upravami jednotlivych riadkov dostdvame ekvivalentnii stistavu

k+m =72,
k+1="179,
m+1="79.

7 poslednych dvoch rovnic vyplyva, ze k = m, z prvej potom k£ = m = 36. Z toho
dalej dopocitame [ = 43. 'udo mé 43 znamok inych ako ostatni chlapci.

Pozndmka. Informéacie o poc¢toch zndmok moZno znézornit pomocou Vennovho dia-
gramu takto:

Karol Miro

Pri vyjadrovani suctov znamok sa hodnoty z prislichajucich prienikov pocitaju
dvakrét. PrehladnejSie mozno tento poznatok znazornit nasledovne:

Karol @ Miro

Tudo

Ludo

\2)
/

Ndvrh hodnotenia. 3 body za vyjadrenie informécii zo zadania pomocou rovnic a ich tpravy; 3 body
za dorieSenie sustavy a zaver.

4. Pdn ucitel chcel po Adamovi a Eve, aby vypodcitali obvod lichobeznika, ktorého dlhsia
zdakladna merala 30 cm, vyska 24 cm a ramend 25 cm a 30 cm. Adamovi vysiel iny obvod
ako Eve, aj tak vsak pan uditel oboch pochvdlil za sprdvne rieSenia. Urcte vysledky
Adama a Fvy. (Libuse Hozova)

Riesenie. Lichobeznik s danymi velkostami zédkladne (AB), vysky (AF') a ramien (AD
a BC') nie je urceny jednoznac¢ne; mozu nastat nasledujice moznosti:
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Vsetky tieto lichobezniky chapeme tak, Ze vznikli z obdlznika ABEF prikladanim,
prip. odoberanim pravouhlych trojuholnikov AFD a BEC. V zavislosti od velkosti
danych tseciek sa vo vSeobecnosti moze staf, Ze Stvoruholnik ABCD je nekonvexny.!
To uvidime, akonahle dopoc¢itame nezndme velkosti tseciek.

V nasledujtcich vypoétoch nepiseme jednotky (vSade cm) a dosadzujeme hodnoty
zo zadania: |[AB| = 30, |AF| = 24, |AD| = 25 a |BC| = 30. Podla Pytagorovej vety
v trojuholnikoch AFD a BEC dopocitame velkosti zvysnych odvesien:

|FD| = \/|AD|2 — |AF|2 = /252 — 242 = T,
|EC| = \/|BC|2 — |BE|? = /302 — 242 = 18.
V prvom, resp. v druhom pripade vychadza
|CD| =|AB|—|FD| - |EC|=30—-T7—-18 =5,
|CD| =|AB|+|FD| - |[EC| =30+T7—-18 = 19.
V oboch pripadoch je vysledny rozdiel kladny a mensi ako 30, teda sa jedna o lichobez-
nik, ktorého dlhsia zakladna je AB. Vo zvysnych dvoch pripadoch vychadza ako dlhsia
zékladna C' D, takZe sa tymito pripadmi nemusime zaoberat.

V prvom, resp. v druhom pripade obvod lichobeznika |AB| + |BC| + |CD| + |DA|
vychédza

30+30+5+25=90, resp. 30+ 30+ 19+ 25 =104,
a to su vysledky Adama a Evy.

Pozndamka. Pri ruénom pocitani velkosti odvesien F'D a EC mozno s vyhodou vyuzit
nasledujtce tpravy:

V252 — 242 = /(25 — 24)(25 + 24) = V49 = T,
V302 — 242 = /(30 — 24)(30 + 24) = V6 - 54 = V18 - 18 = 18.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za rozbor moznosti; 2 body za pomocné vypocty; 2 body podla kvality
komentara.

f Napr. v prvom pripade by tato situdcia nastala, ak by |AB| < |FD|+ |EC|.
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