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Informacia pre krajsku komisiu MO:

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tiplné riesenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vSetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby ¢o najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

1. Pre tri nezname prirodzen€ cisla plati, Ze

najvicsi spolocny delitel prvého a druhého je 8,

najvicsi spolocny delitel druhého a treticho je 2,

najvicsi spoloény delitel prvého a tretieho je 6,

nagmenst spolocny nasobok vsetkych troch cisel je 1680,
najvacsie z cisel je vicsie ako 100, ale nie je vicsie ako 200,
jedno z cisel je sturtou mocninou celého cisla.

O ktoré cisla ide? Urcte vSetky moznosti. (Eva Semerédova)

RieSenie. Z prvych troch podmienok vyplyva, ze prvé ¢islo je nasobkom 24 (aby bolo
delitelné 8 a 6), druhé ¢islo je nasobkom 8 a tretie ¢islo je nasobkom 6. Kedze zmienované
delitele st najvicsie mozné, musia byt nezname ¢isla tvaru

24a, 8b, 6c, (1)

pri¢om a, b, ¢ st po dvoch nesudelitené ¢isla.

Najmensi spoloény nasobok takej trojice ¢isel je 24-a-b- ¢, ¢o ma podla zadania byt
rovné 1680 = 24-2-5-7. Aby jedno z ¢isel bolo stvrtou mocninou celého ¢isla, musi to
byt druhé, a to v pripade, ze b = 2 (prvé aj tretie Cislo je delitelné tromi, ale najmensi
spolo¢ny nasobok vsetkych troch ¢isel nie je delitelny 3* = 81). Teda nezndme ¢isla st
tvaru

24a, 16, 6c, (2)

pricom ¢isla a, ¢ si 5, 7 alebo 1, 35 (v Tubovolnom poradi).

Aby Zziadne z ¢isel nebolo viésie ako 200, nemoze byt ani a, ani ¢ rovné 35. Ostavaju
tak dve moznosti: bud @ = 5 a ¢ = 7, alebo a = 7 a ¢ = 5. Oba pripady vyhovuju
poslednej pozadovanej podmienke, t.j. aby najvicsie z hladanych ¢isel bolo vicsie ako
100. Neznama trojica cisel je niektora z nasledujuicich

120, 16, 42,
168, 16, 30.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za odvodenie (1); 2 body za rozklad ¢isla 1680 a odvodenie (2); 2 body za
rozbor moznosti a vysledok.



2. Trojuholnik ACH je urceny tromi vrcholmi kocky ABCDEFGH, pozri obrazok.
Viyska tohto trojuholnika na stranu CH md velkost 12 cm. Vypodcitajte obsah trojuhol-

nika ACH a velkost hrany danej kocky. (Marie Krejcova)
H
G
E
C
A
B

Riesenie. Kazda zo stran trojuholnika AC'H je uhloprieckou niektorej steny kocky.
Steny kocky st navzajom zhodné stvorce, teda trojuholnik AC'H je rovnostranny.

Vztah medzi velkostami vysky v a strany b rovnostranného trojuholnika je v =
= \/Tgb. Velkost strany trojuholnika ACH je teda

2-12

Obsah trojuholnika so stranou velkosti b a zodpovedajicou vyskou v je S = %b .
Obsah trojuholnika AC'H je teda

12-8/3
S = Tf = 48V/3 = 83,1 (cm?).

Vztah medzi velkostami strany a a uhloprie¢ky b §tvorca je b = av/2. Velkost hrany
kocky je teda

8v/3 .
a = NGl = 4v/6 = 9,8 (cm).

Ndvrh hodnotenia. Po 1 bode za rozpoznanie rovnostrannosti trojuholnika ACH, vyjadrenie b, S a a;
2 body podla kvality komentara.

Pozndmky. Vztahy v = ?b a b = av/2 mozno povazoval za zname, daji sa odvodif pomocou
Pytagorovej vety.

Podla sposobu vyjadrenia vyrazov s odmocninami sa mézu drobne lisit vysledky po zaokrihlovani.
Také rozdiely nemaja vplyv na hodnotenie ulohy.



3. Dand je postupnost siedmich cisel a, b, ¢, d, e, f, g. KaZdé z ¢isel b, ¢, d, e, f
je aritmetickym priemerom susednych dvoch cisel. Ukazte, Ze cislo d je aritmetickym
priemerom cisel a a g. (Karel Pazourek)

Riesenie. Ak je ¢islo b aritmetickym priemerom a a ¢, tak rozdiely b — a a ¢ — b st
rovnaké:

b:a+a

2
b+b=a+c,
b—a=c—b.

Vsetky tupravy su ekvivalentné, teda plati aj opacné tvrdenie: ak st rozdiely b—a a c—b
rovnaké, tak je ¢islo b aritmetickym priemerom a a c.
Zo zadania vyplyva, ze rozdiely dvojic susednych ¢isel st rovnaké:

b—a=c—-b=d-c=e—-d=f—-e=g—-F.

Rozdiely d —a a g — d st preto tiez rovnaké (a st rovné trojnasobku rozdielu susednych
¢isel). Cislo d je teda aritmetickym priemerom éisel a a g.

Navrh hodnotenia. 3 body za rozpoznanie vztahu medzi aritmetickym priemerom a rozdielmi susednych
¢isel; 3 body za vlastné uplatnenie a kvalitu komentara.

Pozndmky. Ulohu mozno riesif formalne manipuliciou so vzfahmi b = G;C, c= % a pod. alebo aj
nazorne s ¢iselnou osou. Také riesenie hodnotte podla uplnosti a kvality prevedenia.

Postupnosti s uvedenymi vlastnostami sa nazyvaju aritmetické.

4. Dané su rovnobezniky ABGH a DEGH, ktorych vrcholy A, B, D a E leZia na jednej
priamke. Bod C je priesecnikom useciek BG a DH, bod I lezi na usecke AH a bod
F lezi na usecke EG. Mnohouholnik ABCDEGH pozostdava zo siedmich trojuholnikov,
pricom medzi trojuholnikmi ABI, BCI, CHI, DEF, CDF a CFG je jeden s obsahom
3cem?, jeden s obsahom 5cm?, dva s obsahom 7cm? a jeden s obsahom 10 cm?. Okrem
trojuholnikov s obsahmi 7cm? nemd Ziadna dalsia dvojica z uvedenich siedmich troj-
uholnikov rovnaky obsah. Rozhodnite, ¢i moZno s istotou urcit trojuholniky s obsahmi
7cem?. Dalej urcte obsah mnohouholnika ABCDEGH ; ndjdite vsetky moznosti.

Pozndmka: Obrazok je len ilustracny. (Eva Semeradova)
A B D E
I
C
F
H G

Riesenie. Rovnobezniky ABGH a DEGH maja spolo¢na stranu a rovnaku vysku,
maja teda rovnaky obsah. To znamené, ze pre obsahy prisluchajucich trojuholnikov
plati

Sapr + Spcer + Scur + Scaun = Sper + Scpr + Scra + Scan- (1)

3



Nezavisle od polohy bodu I na tisecke AH je obsah trojuholnika BC'I stale rovnaky.
Ak by bod I splynul s bodom A, tvoril by tento trojuholnik spolu s trojuholnikom
CGH polovicu rovnobeznika ABGH . Z podobného dévodu tvoria aj trojuholniky CDF
a C'GH polovicu obsahu rovnobeznika DEGH. Celkom teda pre obsahy trojuholnikov
plati

Sper + Scar = Sapr + Scur = Sper + Scre = Scpr + Scan- (2)

Preto trojuholniky BCI a C'DF maji rovnaky obsah, a to prave 7cm?.
Tri zo $tyroch trojuholnikov ABI, CHI, DEF a CFG maju obsahy 3cm?,
5cm? a 10cm?. Rozoberieme vietky mozné stcty (2), z toho uréime obsah zvysného

trojuholnika z uvedenej Stvorice, obsah trojuholnika C'GH a obsah mnohouholnika
ABCDEGH:

sucet (2) 3+5=28 3+10=13 54+10=15

obsah zvysného 8§ —10= -2 13-5=28 15-3=12

obsah CGH — 13-7=6 15-7=8
obsah celého — 14 +26 +6 = 46 14 4+ 30 + 8 = 52

V oboch pripadoch je splnend podmienka, Ze okrem trojuholnikov s obsahmi 7 cm?
nemad ziadna dalsia dvojica trojuholnikov rovnaky obsah. Mnohouholnik ABCDEGH
mé obsah bud 46 cm?, alebo 52 cm?.

Navrh hodnotenia. 1 bod za odvodenie vztahu (1); 2 body za vztahy (2) a rozpoznanie trojuholnikov

s obsahmi 7 cm?; 3 body za rozbor moznosti, overenie podmienok a uréenie moznych obsahov mnoho-
uholnika ABCDEGH.
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