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70. ro¢nik Matematickej olympiady
2020/2021 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z8

1. Myslim si pdtciferné cislo, ktoré mie je delitelné tromi ani Styrmi. Ak kaZdi cifru
2vG¢8Tm o jedna, ziskam pitciferné céislo, ktoré je delitelné tromi. Ak kaZdi cifru o jedna
zmensim, ziskam pdtciferné éislo delitelné styrmi. Ak prehodim lubovolné dve cifry, ¢islo
sa zmensi. Aké€ cislo si mozem mysliet? Najdite vsetky moZnosti. (Martin Mach)

Napad. Viete dopredu vylucit niektoré cifry na jednotlivych miestach?

RiesSenie. Vlastnost s prehadzovanim cifier znamend, ze kazda cifra mysleného ¢isla
je vicsia ako nasledujica, resp. mensia ako predchadzajuca. Vlastnost so zvic¢senim
a zmensenim cifier znamena, ze najvicsia cifra je mensia ako 9 a najmensia cifra je
vacsia ako 0. Celkom preto plati, ze
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Vlastnost s delitelnostou $tyrmi znamené, ze posledné dvojéislie zmenseného ¢isla
je delitelné styrmi. To spolu s predchadzajicimi podmienkami znamend, ze posledné
dvojcislie mysleného ¢isla moze byt niektoré z nasledujucich:

51, 43, 31.

Vlastnost s delitelnostou tromi znamena, ze sucet cifier zvi¢seného ¢isla je delitelny
tromi, teda sticet cifier mysleného ¢isla dava po deleni tromi zvysok jedna. VSetky mozné
myslitelné ¢isla su

87643, 76543, 87631, 86431, 76531, 65431.

2. Na zdhrade stdli tri debny s jablkami. Spolu bolo jablk viac ako 150, aviak menej ako
190. Potom Marienka premiestnila z prvej debny do dvoch dalsich debien jablkad tak, Ze
sa ich pocet v kaZdej z tychto dvoch debien oproti predoslému stavu zdvojndsobil. Ob-
dobnym sposobom Marta premiestnila jablkd z druhej debny do prvej a tretej. Nakoniec
Stefka podla rovnakijch pravidiel premiestnila jablkd z tretej debny do prvej a druhej.
Ked prisiel na zdhradu Vojto, zacudoval sa, Ze v kazdej debne bol rovnaky pocet jablk.
Kolko jablk bolo v jednotlivijch debndch pévodne? (Libuse Hozova)

Napad. V ktorej debne bolo po druhom prelozeni najviac jablk?

RieSenie. Po trefom prelozeni bol v kazdej debne rovnaky pocet jablk, a ten si
ozna¢ime z. Postupne odzadu doplnime poéty jablk v jednotlivich debnach:

1. debna 2. debna 3. debna
po 3. premiestneni T T x
po 2. premiestneni %x %x 2x
po 1. premiestneni %197 ;ia: T
povodne %a: %a: %x




Pocty jablk po kazdom prelozeni v kazdej debne boli celo¢iselné. Teda x musi byt
néasobkom 6smich a 3z (stéet jablk vo vietkych debnach) musi byt nasobkom 24.

Medpzi ¢islami 151 az 189 je jediny nasobok ¢isla 24, a to 168. Teda z = 168 : 3 = 56
a v debnéch povodne boli nasledujice pocty jablk:

13 .56 = 91,

. .56 = 28.

0|

.56 = 49,

N[

Pozndmka. Ak by sme uvazovali odpredu, tak po¢ty jablk v debnich mozno postupne
vyjadrif takto:

1. debna 2. debna 3. debna
povodne a b c
po 1. premiestneni a—b—c 2b 2c
po 2. premiestneni 2a — 2b — 2c¢ —a+3b—c 4c
po 3. premiestneni 4a — 4b — 4c —2a + 6b — 2c¢ —a—b+Tc

Rovnost po¢tov jablk po trefom prelozeni vedie k stistave rovnic, ktord je pre riesitela
v tejto kategorii problematicka. Avsak s predpokladmi celociselnosti a, b, ¢ a obmedze-
nosti sactu 150 < a + b+ ¢ < 190 m4a tato sustava jediné rieSenie uvedené vyssie.

3. V trojuholniku ABC je bod S stredom vpisanej kruznice. Obsah stvoruholnika ABCS
je rovny Styrom pdtindm obsahu trojuholnika ABC. DIzky strdn trojuholnika ABC
vyjadrené v centimetroch su vsetky celociselné a obvod trojuholnika ABC' je 15cm.
Urcte dlzky strdan trojuholnika ABC'. Ndjdite vsetky moZnosti. (Eva Semeradova)

Napad. Viete urcit obsah trojuholnika pomocou jeho obvodu a polomeru kruznice
vpisanej?

Riesenie. Trojuholnik A BC' mozno rozlozit na trojuholniky ABS, BC'S a AC'S. Vyska
kazdého z tychto trojuholnikov z vrcholu S je zhodna s polomerom vpisanej kruznice.
Pomery ich obsahov st preto rovnaké ako pomery dlzok stran oproti vrcholu S. Podobne
mozno porovnavat tieto ¢iasto¢né trojuholniky s celym trojuholnikom ABC' (ktorého
obsah je rovny sucinu obvodu a polomeru vpisanej kruznice).

N

A B

KedZe obsah $tvoruholnika ABCS je rovny Styrom pétinam obsahu trojuholnika
ABC, ostéva na trojuholnik AC'S jedna péitina obsahu trojuholnika ABC. Teda dlzka
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strany AC' je rovnd pétine obvodu trojuholnika ABC, ¢o v nasom pripade je 15:5 =
= 3(cm). Sacet dizok zvy$nych dvoch stran je preto 12cm; do tvahy pripadajt
nasledujtice dvojice dlzok stran (uvedené v cm, bez ohladu na poradie):

1,11; 2,10; 3,9; 4,8, 5,7; 6,6.

Aby uvazované usecky tvorili strany trojuholnika, musia byt splnené trojuholnikové
nerovnosti. Tymto poziadavkidm vyhovuji iba nasledujice trojice — mozné dizky stran
trojuholnika ABC' v cm:

3,5,7, 3,6,6.

4. Jarka bola na brigide s nemennou dennou mzdou. Za tri dni si zarobila tolko eur,
Ze si kupila stolovi hru a este jej 49€ zvysilo. Keby strdvila na brigdde pdt dni, mohla
by si kupit dve také stolové hry a este by jej zvysilo 54 €. Kolko eur stdla stolovd hra?

(Karel Pazourek)

Napad. Patrajte najskor po Jarkinej dennej mzde.

Riesenie. Za trojdiiova vyplatu si Jarka kupila jednu hru a zvysilo jej 49€, teda za
Sestdennt vyplatu by si mohla kipit dve hry a zvysilo by jej 98 €. Pritom za pét dni
by zarobila tiez na dve hry, ale zvysilo by jej iba 54 €. Jarkina denna mzda preto bola
44 € (98 — 54 = 44).

7 prvého tdaja dopocitame cenu jednej hry: 3 - 44 — 49 = 83 €.

Pozndmka. Ak denna vyplatu oznac¢ime v a cenu hry h, tak mozno predchadzajuce
uvahy zhrnat nasledovne:

e 3v =h+49, teda 6v = 2h + 98,
e 5v = 2h + 54, teda v = 98 — 54 = 44,
e h=3v—49 =3 44 — 49 = 83.

5. Pdan Strieborny usporiadal vystavu. Vystavoval 120 prstenov, ktoré lezali na stoloch
pozdlZ stien sdly a tvorili tak jednu velkd kruznicu. Prehliadka zac¢inala pri vchodovych
dverdch v oznacenom smere. Kazdy treti prsten v rade bol zlaty, kazdy sturty prsten bol
staroZitny a kazdy desiaty prstert mal diamant. Prsten, ktory nemal Ziadnu z tyjchto troch
vlastnosti, bol falzifikdt. Kolko bolo na vijstave zlatych prstenov, ktoré boli staroZitné
a zaroven mali diamant? Kolko vystavil pdn Strieborny falzifikatov? (Libuse Hozova)

Napad. Podla akych pravidiel boli rozmiestnené prstene s roznymi kombindciami troch
uvedenych vlastnosti?

Riesenie. Kazdy 3. prsten bol zlaty, kazdy 4. bol starozitny a kazdy 10. mal diamant.
Teda

e zlatych prstenov bolo 120 : 3 = 40,
e starozitnych prstenov bolo 120 : 4 = 30,
e prstenov s diamantom bolo 120 : 10 = 12.

Pri pocitani prsteriov s viacerymi vlastnostami najskoér ur¢ime, s akou pravidel-
nostou sa na vystave opakovali: kazdy 12. prsten bol zlaty a starozitny, kazdy 30. bol
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zlaty s diamantom a kazdy 20. bol starozitny s diamantom (tu napr. 20 je najmensim
spolo¢nym nasobkom ¢isel 4 a 10). Teda

e zlatych starozitnych prstetiov bolo 120 : 12 = 10,
e zlatych prstenov s diamantom bolo 120 : 30 = 4,
e starozitnych prstenov s diamantom bolo 120 : 20 = 6.

Dalej kazdy 60. prstei mal vSetky tri vlastnosti (60 je najmensim spoloénym
nasobkom ¢isel 3, 4 a 10), teda

e zlaté starozitné prstene s diamantom boli 120 : 60 = 2.

Pri poditani prsteriov s niektorou z uvedenych vlastnosti musime byt obozretni:
10 prstenov bolo zlatych a starozitnych, 2 z nich mali navyse diamant, teda zlatych
starozitnych prstefiov bez diamantu bolo 10 — 2 = 8. Podobne zlatych nestarozitnych
prstenov s diamantom bolo 4 — 2 = 2 a nezlatych starozitnych prsteniov s diamantom
bolo 6 — 2 = 4.

Zlatych prsteniov s nejakou dodatocnou vlastnostou bolo 2 + 8 + 2 = 12, pri-
tom zlatych prstenov celkom bolo 40, teda zlatych nestarozitnych prstenov bez dia-
mantu bolo 40 — 12 = 28. Podobne nezlatych starozitnych prsteniov bez diamantu
bolo 30 — (2+8+4) = 16 a nezlatych nestarozitnych prsteriov s diamantom bolo
12— (2+2+4) =4.

Predchadzajtce pocty a vzfahy mozeme zndzornit pomocou Vennovho diagramu
takto:

zlaté starozitné

A
A

s diamantom

Prsteniov s niektorou z troch sledovanych vlastnosti (teda prsteriov, ktoré neboli
falzifikaty) bolo 2 + 8 + 4 + 2 + 28 + 16 + 4 = 64. Falzifikdtov preto bolo 120 — 64 = 56.

Pozndmka. Ak zékladné tri mnoziny prsteniov oznac¢ime Z, S a D, tak tvodnu cCast
predchadzajiceho riesenia mozno zhrnif nasledovne:

|Z] =40, |S|=30, |D|=12,
ZNS| =10, |ZNnD|=4, |SND|=6,
|ZNSND|=2.

V dalSej casti sme zistovali pocet prvkov zjednotenia Z U S U D tak, Ze sme postupne
vyjadrovali poéty prvkov navzijom disjunktnych* podmnozin (Z N S)\ (ZN SN D),

* Disjunktné mnoziny st mnoziny s prazdnym prienikom, teda mnoziny bez spoloéného prvku.
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(ZN D)\ (ZNSN D) atd., ktoré sme potom s¢itali. Struénejsie mozno k tomu istému
vysledku dospiet nasledujicim vypoctom:

| ZUSuUD|=|Z|+|S|+|D|—-1ZnS|—-|ZnD|—|SND|+|ZNnSND| =
=40+30+12—-10—4—6+ 2 = 64.
Tomuto vztahu sa hovori princip inklizie a exklizie. Na jeho vSeobecné zdovodnenie

(prip. dalsie zovSeobecnenie) stac¢i overit, ze kazda z disjunktnych casti Vennovho
diagramu zapocitavame prave raz.

6. Body A, B, C, D a E su vrcholmi nepravidelnej pdtcipej hviezdy, pozri obrdzok.
Urcte sucet vyznacenych uhlov.

D

Poznamka: obrdzok je iba ilustracny. (Libuse Hozova)
Napad. Aky je stucet vniutornych uhlov v trojuholniku?

RieSenie. Pomocou vyznac¢enych uhlov mozno vyjadrit vSemozné dalSie uhly v danom
mnohouholniku. Takto za¢neme a pokisime sa zistif niec¢o o hladanom stcte. Vyznacené
uhly a zvysné vrcholy mnohouholnika oznacime nasledovne:




Uhol LK O je vnttornym uhlom trojuholnika BK D, teda sa da vyjadrit ako 180° —
—(B—46. Uhol LK A je susednym uhlom k uhlu LK O, resp. vonkajsim uhlom trojuholnika
BK D, teda je rovny 3 + §. Podobne uhol K LA je rovny ~ + ¢ atd.

Sucet vnutornych uhlov v trojuholniku AK L je prave hladanym si¢tom vyznadce-
nych uhlov:

a+B+v+d+e=180°.

Pozndamky. V predchadzajiicom rieseni sme sa sustredili na vyjadrenie uhlov v cipe
hviezdy s vrcholom A. Taky isty vysledok dostévame v ktoromkolvek inom cipe.
Napriek tomu, Ze vyznacené uhly mozu byt velmi réznorodé, ich sucet je vzdy
rovnaky. To je désledkom podobne nesamozrejmého tvrdenia o sti¢te uhlov v trojuhol-
niku. Toto tvrdenie bude urcite v pozadi akéhokolvek iného rieSenia tlohy. Napr. je
mozné vyuzit stcet vnitornych uhlov vSeobecného mnohouholnika: n-uholnik mozno
rozdelit (réznymi spésobmi) na n — 2 trojuholnikov, teda stucet jeho vnutornych uhlov

je (n—2)-180°.

Iné riesenie. Stcet vnutornych uhlov pétuholnika K LM NO je rovny 3 - 180° = 540°.
Podobne ako v rieseni uvedenom vyssie mozno vnutorné uhly pri vrcholoch K, L, M,
N, O vyjadrit postupne ako

180° -3 —90, 180°—~v—¢, 180° -9 —«, 180°—ec— 3, 180° —a —~.
Celkom tak dostavame

5-180° = 2(a+ S+ v+ +¢e) = 540°,
20+ +y+6+¢)=360°
a+pB+v+d5+e=180°.
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