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70. ro¢nik Matematickej olympiady
2020/2021 Riesenia tloh krajského kola kategorie B

1. a) Dokdzte nerovnost 4(a® +b?) > (a+ b)? + ab pre vsetky dvojice kladnyjch redlnych
cisel a, b.

b) Ndjdite najmensie redlne ¢islo k také, aby nerovnost k(a®+b2) = (a+0b)% +ab platila
pre vietky dvojice kladnych redlnych cisel a, b. (Jan Mazak)

RieSenie. a) Po roznasobeni dostaneme ekvivalentnii nerovnost 4a? + 4% > a2 + b? +
+ 3ab, ktort este upravime na tvar 3a® + 3b%> > 3ab, v ktorom ju dokdZeme. Ak je
a > b >0, potom 3a? 2 3ab a 3b? > 0. Séitanim tychto dvoch nerovnosti uz dostaneme
dokazovanu nerovnost. Ak je naopak b = a, postupujeme analogicky (alebo sa len
odvoldme na symetriu).

Inou moznostou je napriklad vyjst zo zrejmej nerovnosti 3(a — b)? = 0, ktoru
upravime na tvar 3a? + 3b%> = 6ab. Urcite plati 6ab > 3ab (kedZe obe &isla a, b st
kladné), a tak dokopy dostavame 3a? + 3b*> = 6ab > 3ab a sme hotovi.

b) Zadant nerovnost ekvivalentne upravime na tvar (k — 1)(a® + b?) = 3ab.
Dosadenim a = b = 1 dostaneme 2(k — 1) = 3, ¢ize k = 5/2, a tak kazdé vyhovujice
¢islo k je nutne aspon 5/2 (v pripade k < 5/2 zadana nerovnost neplati napriklad pre
dvojicu a = b= 1)!. Pre k = 5/2 pritom mame

(k= 1)(a +17) = 2(® +12) 2

DN W

- 2ab = 3ab,

pricom sme vyuzili vSeobecne platnti nerovnost a? +b% > 2ab, ktora je prepisom zrejme;
nerovnosti (a — b)? = 0.2 Dogli sme k zaveru, Ze hladané najmensie k je rovné 5/2.
Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za Cast a) a 4 body za ¢ast b). V ¢asti b) dajte 1 bod za

najdenie hladanej konstanty k = 5/2 (aj v pripade, Ze je uhddnutd), dalsie 2 body za dékaz nerovnosti
pre k = 5/2 a 1 bod za zdovodnenie, Ze pre k < 5/2 nerovnost vSeobecne neplati.

2. Pre kazdé kladné celé c¢islo k oznacéme dy, pocet jednocifernych delitelov c¢isla k.
Dokdzte, Ze pre kazZde kladné celé c¢islo n plati

dy +ds + - + dy
n

< 3.

(Josef Tkadlec)

Riesenie. Uvazujme jednociferné ¢islo d. Pozrieme sa, kolkokrat ¢islo d ako delitel
prispieva do suc¢tu dy + do + ... + d,. Napriklad d rovné piatim prispieva jednotkou

¢islam ds, d1g, d15, . . ., ostatnym ¢islam neprispieva. Z toho je jasné, ze kazdé d prispieva
do sac¢tu dy +dy + ... + d, ¢islom |n/d], pricom |z] oznacuje dolnu cela Cast ¢isla x.
Sc¢itanim tychto prispevkov pre d = 1,2,...,9 tak dostaneme vyjadrenie
' in
m;+d2+...+dnzzgglaj. (1)

! V tplnom rieseni sta¢i uviest jednu takt dvojicu, aj ked pozadovant vlastnost éisla k < 5/2 vyvracia
napriklad aj kazda in& dvojica sebe rovnych kladnych d¢isel a, b.

2 Mozno sa tiez odvolat na AG-nerovnost %(u +v) 2 y/uv pre kladné &isla u = a? a v = b2.
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Ak teraz uplatnime zrejmut nerovnost |z| < x pre ¢isla x = n/d, bude ndm na vyrieSenie
ulohy stacit dokézat druht z nerovnosti

9
1 1 n
—(d d oo+ dy) S = — 2
S(ditdyt o 4d) S =) <3 (2)
d=1
Ta po skrateni ¢isla n prejde na tvar
1 1 1
— 4+ -+ ...+ =<3 3
1Tty (3)

Namiesto rutinného vypoctu lavej strany nerovnosti (7129/2520) si mozeme vSimnut,
ze plati

1+1+1_1
2 3 6
1+1<2_1

4 5 4 2

1+1+1<3<1

7 8 9 7 "2

Sc¢itanim tychto troch nerovnosti a pri¢itanim jednotky k obom strandm uz dostavame
potrebntl nerovnost (3) dokonca takmer bez poéitania.

Pozndamka. Pouzitie funkcie y = | x| v predloZzenom rieSeni nie je nevyhnutné: Prispevky
delitelov d do st¢tu dy+da+. . .+d,, mozno zrejme priamo odhadntf zhora zlomkami n/d
a potom ich séitanim rovno dospiet k prvej z nerovnosti (2).

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho: 3 body za myslienku, Ze pre dany delitel d sa pozrieme na jeho
prispevok do stétu di +da +. . . +dn, (jednd sa o metédu poéitania jedného mnozstva, v danom pripade
platnych relacii d | k (d = 1,2,...,9, k = 1,2,...,n), dvoma sposobmi); dalsie 2 body za odvodenie
prvej nerovnosti v (2) (z toho 1 bod za vyjadrenie (1), ak voli riesitel tito cestu); 1 bod za akékolvek
spravne overenie nerovnosti (3).

3. Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C'. Nech D je
lubovolny vnitorny bod odvesny AC a p kolmica z bodu D na preponu AB. Oznac¢me
E # D bod priamky p taky, Ze body A, B, D, E lezia na kruznici. Oznacme este F
priesecnik priamok p a BC. Dokdzte, Ze |AE| = |AF)|. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Oznac¢me P pitu kolmice p z bodu D na preponu AB uvazovaného pravouh-
1ého trojuholnika ABC.3

Stvoruholnik AEBD je tetivovy, takze podla vlastnosti obvodovych uhlov plati
|{ABE| = |{ADE]|. V§imnime si dalej, Ze pravouhlé trojuholniky ABC a ADP maja
spolo¢ny ostry vnutorny uhol pri vrchole A, a tak maja zhodné ostré vnutorné uhly aj
pri vrcholoch B a D. Dokopy dostavame

|{ABF| = |{ABC| = |{ADP| = |{ADE| = |{ABE).

3 Na priamke p tak uvazujeme celkom 4 body, ktoré st zrejme v poradi E, P, D, F, &o nie je v rieseni
nutné ani spominat, tob6z nie dokazovat.



Dokézané zhodnost uhlov ABF, ABE, ¢ize uhlov PBF, PBE pre trojuholnik EBF
znamend, Ze jeho vyska BP lezi na osi vnutorného uhla pri vrchole B (obr. 1). Tento
trojuholnik je teda rovnoramenny a priamka BP je osou jeho zdkladne EF.* Kedze
bod A na tejto osi lezi tiez, plati rovnost |AE| = |AF|, ktort sme mali dokazat. (NavysSe
sme ukézali, ze Stvoruholnik AEBF je deltoid.)

Obr. 1

Iné riesenie. Bod D je ortocentrom ostrouhlého trojuholnika ABF', lebo je priesec-
nikom jeho vysky AC' s vyskou z vrcholu F, ktord totiz lezi na priamke p. Z toho
vyplyva BD 1 AF, a preto oba uhly ABD a AFD st doplnky toho istého uhla
BAF do 90°, teda st zhodné. S uhlom ABD je navySe zhodny aj uhol AED, kedze
sa jednd o obvodové uhly nad tetivou AD kruznice opisanej Stvoruholniku AEBD
(obr. 2). Dokopy dostavame | AED| = |[{AF D], ¢ize |{AEF| = |{AFE|, ¢o znamena,
Ze trojuholnik AE'F je rovnoramenny, t.j. naozaj plati |AE| = |AF)|.

Obr. 2

4 Tento zo skolskej vyuéby zndmy zaver, ktory vyplyva zo zhodnosti trojuholnikov BPE a BPF podla
vety usu, nie je nutné v rieseni dokazovat.



Za plné riesenie ulohy dajte 6 bodov.

Pri postupe z prvého riesenia dajte: 2 body za dokaz rovnosti | ADE| = | ABE|; 2 body za
zdovodnenie rovnosti |[{ADE| = |£ABF|; 2 body za tivahu vedticu od dokézanych rovnosti uhlov
k rovnosti |AE| = |AF|.

Pri postupe z druhého riesenia dajte: 2 body za dokaz rovnosti |£ AED| = |£ABD|; 3 body
za zdoévodnenie rovnosti | ABD| = |{AFD| (z toho 1 bod za pozorovanie, ze bod D lez na
dvoch vyskach trojuholnika ABF a 1 bod za z toho vyplyvajici zdver BD L AF); 1 bod za tvahu
vedticu od dokazanych rovnosti uhlov k rovnosti |AE| = |AF|. Po zisteni, Zze bod D je ortocentrom
trojuholnika ABF', mozno riesenie tiez dokonéit pouzitim vSeobecného poznatku, ze kruznice opisané
trojuholnikom ABF a ABD st stimerne zdruzené podla priamky AB. Riesitel to moze prehlasit za
znédme a nedokazovat.

Body z oboch postupov riesenia sa nescitaju. V pripade, Ze rieSitel naznac¢i obe cesty, ale ani
jednu nedokon¢i, hodnotte t cestu, na ktorej pozbiera viac bodov. Ak napriklad riesitel dokaze ako
rovnost | £ ADE| = |{ ABE]|, tak rovnost | AED| = |{ ABD|, ziskava za to iba 2 body. Ak k tomu
este napriklad dokéze, ze BD | AF, ziskava uz 4 body.

4. Na hracom pldne s rozmermi 9 x 9 Stvorcekov je umiestnend lod tvorend osmimi
§tvoréekmi po obvode $tvorca 3 X 3 (na obr. 3 je vyznacend sivou farbou).
a) Na kolko Stvoréekov musime vystrelit, aby sme mali istotu, Ze lod zasiahneme
aspon na dvoch roznych miestach? O prvom zdsahu sa pritom nedozvieme.
b) Staci rovnaky pocet vystrelov aj pre hraci plan s velkostou 11 x 97

Obr. 3
(Tomas Barta)

RieSenie. a) Stvorec 9 x 9 rozdelime na 9 $tvorcov 3 x 3. Do kazdého z nich musime
uréite vystrelit aspon dvakrat, t.j. celkom potrebujeme aspon 18 vystrelov. Priklad na
obr. 4 ukazuje, ze 18 vystrelov staci.

XX (XX
XX (X
XX (XX

Obr. 4

b) Predpokladajme teraz, ze mame k dispozicii 18 vystrelov na hraci pldn 11 x 9
tvoreny 11 riadkami a 9 stipcami. Riadky ozna¢me poradovymi ¢islami 1 az 11.
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Do Tubovolnych troch susednych riadkov sa vojda tri neprekryvajice sa lode, na
ktoré teda potrebujeme asponn 6 vystrelov. Takze 6 vystrelov potrebujeme ako na
susedné riadky 6, 7 a 8, tak aj na susedné riadky 9, 10 a 11. Na prvych pit riadkov
nam teda ostéava nanajvys$ 6 vystrelov. Pritom v riadkoch 1, 2 a 3 musi byt aspon
6 zasahov, rovnako ako v riadkoch 3, 4 a 5. Z toho vyplyva, ze v prvych piatich riadkoch
musi vSetkych 6 zasahov lezat v 3. riadku. Vzdy tak niektoré jeho poli¢ko zostane
nezasiahnuté. Umiestnime lod do riadkov 2, 3 a 4 tak, aby ,prechadzala“ vybranym
nezasiahnutym polickom 3. riadka. Lod je potom zasiahnuta nanajvys raz (lebo zasahy
v 2. aj 4. riadku sme vylaéili), pozri obr. 5. Tym sme dokazali, Ze 18 vystrelov pre hraci
plan 11 x 9 nestadi.

policko vybrané zasiahnuté
2 N [/
3. | XXX X[ XX
4.

Obr. 5

Iné rieSenie. OpiSme odlisny postup pre cast b). Znova predpokladajme, ze mame
k dispozicii 18 vystrelov na hraci plan 11 x 9, tvoreny 11 riadkami a 9 stipcami. Riadky
opit ozna¢ime poradovymi Cislami 1 az 11. Rozdelme pldn na tri ¢asti s rozmermi
11 x 3. Vyznacili sme ich na obr.6 spolu so vSetkymi 18 zasahmi, ktorych spdsob
rozmiestnenia je, ako ukazeme, zadanim tlohy vynuteny. Na to budeme v nasledujicom
odseku potrebovat iba lode, z ktorych kazda lezi celd v jednej z troch vymedzenych
casti.’

Obr. 6

Z celkového poctu 18 zasahov ich musi byt 6 v kazdej z troch uvazovanych casti,
lebo do akejkolvek jej podcasti 9 x 3 sa vojdu tri neprekryvajice sa lode. Ak navyse
zvolime tieto podcasti v riadkoch 3 az 11, resp. 1 az 9, zistime, Ze ziadny zasah sa

5 Toto konstatovanie je doélezité pre dokaz uvedeny v poznamke za riesenim.
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nemodze vyskytovat v riadkoch 1, 2, 10 a 11. Preto v kazdej z troch uvazovanych casti
musi byt po 2 zasahoch v riadkoch 3 a 9 — kvoli lodiam v riadkoch 1 az 3, resp. 9 az 11.
Zvy$né 2 zésahy potom musia byt v riadku 6 — kvoli lodi v riadkoch 4 az 6 a lodi
v riadkoch 6 az 8. Uréené dvojice zasahov v riadkoch 3, 6, 9 musia byt ale rozmiestnené
ako na obr. 6 — kvoli lodiam v trojiciach riadkov 2 az 4, 5 az 7, 8 az 10.

Priklad lode vykreslenej na obr. 6 dokazuje, ze 18 vystrelov na cely hraci plan 11 x9
nestaci.

Pozndmka. Vyuzime poznatky z druhého rieSenia na kratky doékaz, ze ani 19 vystrelov
pre hraci plan 11 X 9 nestaci.

Rozdelme opéit hraci plan na tri ¢asti 11 x 3. Podla druhého rieSenia musi byt
vSetkych 19 vystrelov rozdelenych na tieto Casti v poctoch 6, 6 a 7. Dve casti so
6 zdsahmi, ktorych nutné rozmiestnenie podla druhého riesenia pozndme, nemézu byt
susedné, lebo v opa¢nom pripade by sme podla obr. 6 nasli lod s iba jednym zdsahom.
Cast so 7 zasahmi je teda prostredn a v kazdej z oboch krajnych ¢asti je nutné
rozmiestnenie 6 zasahov zname — pozri obr.7. St na nom navysSe vykreslené 4 lode,
ktoré vedu k zaveru, Ze v prostrednej ¢asti by muselo byt aspon 8 zasiahnutych policok,
a to je spor.

X
X
X
X
XX XXX (XX
X
X
XX XXX (XX

Obr. 7 Obr. 8

Priklad z obr. 8 dosvedcuje, ze 20 vystrelov na hraci plan 11 x 9 uz staci.

Za plné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za ¢ast a) a 3 body za cast b).

V casti a) dajte 1 bod za tivahu, preco 17 vystrelov nestaci, a 2 body za vyhovujuci priklad
18 vystrelov.

Za cast b) mozu ziskat body iba ti riesitelia, ktori sa rozhodnt zdoévodiiovat, ze 18 vystrelov
nestaéi (ale za sformulovanie tejto hypotézy ziadny bod este neudelujte).

Pri postupe z ¢asti b) prvého rieSenia, zalozenom na tvahéich o celych riadkoch, dajte: 1 bod
za dokaz existencie 5 susednych riadkov s nanajvys 6 zasahmi; dalsi 1 bod za zddvodnenie, ze medzi
tymito 5 riadkami existuje riadok, ktory z nich nie je krajny a ktorého oba susedné riadky st bez
zasahu; 1 bod za urcenie polohy lode, ktora vedie ku sporu.

Pri postupe z druhého riesenia dajte: 2 body za odvodenie nutného rozmiestnenia 6 zasahov
v kazdej z troch ¢asti 11 x 3 (len za zistenie, ze v kazdej Casti je prave 6 zdsahov, dajte 1 bod, iba ked
st navyse vylucené zasahy v prvych dvoch aj poslednych dvoch riadkoch); 1 bod za uréenie polohy
lode, ktora vedie ku sporu.

Body z oboch postupov riesenia sa nescitaji, vysledkom je maximum z oboch poctov. Pri inych
netplnych postupoch je mozné udelit napriklad 1 bod za odvodenie, ze v niektorej ¢asti 5 x 3 (jednej
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alebo aj viacerych) st iba dva zisahy a oba lezia v prostrednom z jej piatich riadkov. Pri takych
postupoch je mozné udelit 2 body iba v pripadoch, ked je jasné, Ze postup moZno uspesne dokoncit
a riesitelovi na to ostévalo spravit malo (rovnako ako pri pokynoch vyssie pre dva opisané postupy). Za
trividlnejsie zistenie (napriklad: prvé dva aj posledné dva riadky st bez zasahu) ziadny bod neudelujte.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.
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