skmo.sk

70. ro¢nik Matematickej olympiady
2020/2021 Riesenia tloh krajského kola kategorie C

1. Urcte vsetky prirodzené c¢isla n, pre ktoré plati
n + p(n) = 70,
pricom p(n) oznacuje sucin vietkych cifier ¢isla n. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Najskor si uvedomime, ze kazdé hladané ¢islo n musi byt dvojciferné. Naozaj,
pre jednociferné ¢islo n plati n+p(n) = 2n < 18 a zarovern zo zadanej rovnice n+p(n) =
= 70 zrejme vyplyva dokonca n < 70.

Dosadme teraz dvojciferné n = ab s prvou cifrou a < 7 do rovnice a rovno ju
upravme na sucinovy tvar

n+p(n) = (10a + b) + ab =70, po tprave (a+ 1)(b+ 10) = 80.

Kedze 2 £ a+1 < 8 astcasne 10 < b+ 10 < 19, mozno &islo 80 = 24 - 5 rozlozit na
stéin dvoch ¢initelov a+ 1, b+ 10 iba dvoma spdsobmi, a to ako 5-16 alebo 810 (podla
toho, v ktorom ¢initeli je zastupeny prvoécinitel 5). V prvom pripade je a =4 a b = 6,
v druhom a =7 a b= 0.

Zaver. Jediné dve vyhovujuce ¢isla st n = 46 a n = 70.

Pozndamka. Rovnicu (10a+b) +ab = 70 mozno riesit tiez tak, ze jednu z neznamych a, b
vyjadrime lomenym vyrazom pomocou druhej a potom urobime prislichajice delenie
dvojélenov (so zvyskom), napriklad

—1
p 10100 o 80
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Teraz uz staci iba zistif, pre ktoré a € {1,2,...,7} plati (a + 1) | 80 a stacCasne
zodpovedajuce b lezi v {0,1,...,9}.

Dodajme, ze rovnicu (10a+b)+ab = 70 s neznamymi ciframi a, b mozno riesit este
kratsim postupom. Upravime ju na tvar b(a + 1) = 10(7 — a), podla ktorého je aspoii
jedno z ¢isel b, a + 1 delitelné piatimi. Musi teda nastat niektory z pripadov b = 0,
b=0>5,a=4¢ a=29. Zvysok rieSenia je uz jednoduchy.

Iné rieSenie. Ak je n < 39, tak n + p(n) < 39 + 3 -9 = 66, takze pre kazdé hladané n
musi platit n = 40. Na druhej strane, z rovnice n + p(n) = 70 vyplyva n < 70, pritom
hodnota n = 70 zrejme vyhovuje. Ostava tak posudit dvojciferné ¢isla n s desiatkovou
cifrou 4, 5 a 6. Ich jednotkovu cifru ozna¢me b ako predtym.

> 40 < n < 49: M4 platit (40 + b) + 4b = 70, ¢ize 5b = 30, odkial b = 6.

> 50 < n < 59: M4 platit (50 + b) + 5b = 70, ¢ize 6b = 20, avSak 6 nedeli 20.

> 60 < n < 69: Ma platit (60 + b) + 6b = 70, ¢ize 7b = 10, avSak 7 nedeli 10.
Dosli sme k tomu istému zaveru ako v prvom rieSeni: vyhovuju iba ¢isla 46 a 70.

Za uplné riesenie ulohy dajte 6 bodov, z toho: 1 bod za prevod zadanej rovnice na rovnicu pre dve
nezname cifry ¢isla n (pritom konstatovanie, ze n je dvojciferné, mozno povazovat za zrejmé, t.j. moze
byt uvedené bez zdovodnenia); 4 body za Gplné vyrieSenie tejto rovnice (pritom za drobné chyby ¢&i
neuplnost strhnite 1-2 body); 1 bod za uvedenie zavereénej odpovede.

K hodnoteniu rieseni podobnych tomu z druhého riesenia, ked sa riesitel rozhodne pre postupné
testovanie dvojcifernych ¢isel (po desiatkach alebo dokonca jednotlivo): Ak také testovanie, ktoré musi
byt podla pravidiel MO pisomne doloZené, nie je iplné ¢i obsahuje numerické chyby, dajte nanajvys
5 bodov.

Za najdenie oboch hladanych ¢isel n bez zdévodnenia, preco iné neexistuju, dajte 1 bod. Tento
bod mozno pripoéitat iba k 1 bodu za prevod zadanej rovnice na rovnicu pre dve nezname cifry.



2. Urcte, pre ktoré prirodzené ¢isla n mozZno §tvorcovi tabulku n x n, ktorej policka su
ofarbené ako policka Sachovnice, vyplnit ¢islami 2 a —1 tak, Ze sucasne plati:
(i) siucet vietkych ¢isel v kazdom riadku aj v kazdom stlpci tabulky je rovny 0,
(ii) sucet cisel na vsetkych ciernych polickach tabulky sa rovnd suctu cisel na
vsetkych jej bielych polickach.
(Martin Melicher)

RiesSenie. V prvej Casti rieSenia dokéazeme, ze kazdé vyhovujuce ¢islo n musi byt deli-
telné Siestimi. Trikrat pritom vyuZijeme zrejmy poznatok z rieSenia 2. llohy doméaceho
kola: Ak je sucet niekolkych ¢isel rovny nule a pritom kazdé z nich je rovné 2 ¢i —1, je
celkovy pocet tychto cisel delitelny tromi.

Predpokladajme teraz, ze tabulka n xn je vyplnena pozadovanym spdsobom. Vdaka
uvodnému poznatku je podla podmienky (i) ¢islo n (rovné poctu éisel v jednom riadku
tabulky) delitelné tromi. Ze je &islo n delitelné tiez dvoma, dokdZeme tivahou o sti¢toch
Sy a S, ¢isel na vSetkych bielych, resp. vSetkych ¢iernych polickach tabulky.

Sucet Sy + S. vSetkych ¢isel z tabulky dostaneme, ked s¢itame vSetkych n suctov
Cisel v jednotlivych riadkoch. Tie st podla podmienky (i) vSetky rovné nule, a preto
plati S, + S. = 0. Podla podmienky (ii) vSak zaroven plati S, = S., ¢o dokopy dava,
ze obe ¢isla Sy a S, st rovné nule. To podla vodného poznatku znamené, Ze ¢islo 3
je delitefom ako poctu vsetkych bielych polic¢ok, tak poctu vSetkych ¢iernych policok.
Tieto dva pocty st vSak bud rovnaké (ak je n parne), alebo sa lisia o 1 (ak je n nepérne).
Kedze sa vSak dva néasobky ¢isla 3 nemozu lisit o 1, prichddzame k zaveru, ze pocty
bielych a ¢iernych poli¢ok st rovnaké, takze ¢islo n je skutoéne parne, ako sme slubili
ukazat. Prva cCast rieSenia je hotova: ¢islo n je delitelné dvoma aj tromi, a teda aj
Siestimi.

V druhej Casti riesenia ukdZeme, Ze pre kazdé ¢islo n, ktoré je delitelné Siestimi,
mozno tabulku n x n vyplnit pozadovanym spésobom.

Pre ¢islo n = 6k, pricom k je lubovolné prirodzené ¢islo, rozdelme tabulku 6k x 6k
disjunktnym spdsobom na k? mensich tabuliek 6 x 6. Urdite sta¢i ukazaf, ze kazda
z tychto tabuliek 6 x 6 moZno vyplnit ¢islami 2 a —1 pozadovanym spdsobom, vo
vysledku totiz vzdy dostaneme vyhovujice vyplnenie celej tabulky 6k x 6k. Priklad
jedného z moznych vyplneni tabulky 6 x 6 vidite na obr.1 (nezélezi zrejme na tom,
ktoré policka st ofarbené ¢ierno, a ktoré bielo).
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Pozndmka. V prvej ¢asti nasho rieSenia sme vyuzili iba t éast podmienky (i), ktora sa
tyka nulovosti suctu vsetkych ¢isel v kazdom riadku.

Za Uplné riesenie ulohy dajte 6 bodov, z toho: 1 bod za konStatovanie, ze &islo n je delitelné tromi
(mozno sa pritom odvolat na vysledok z domaceho kola); 1 bod za zdévodnenie, preco si sucty ¢isel
na vsetkych ¢iernych aj na vsetkych bielych polickach oba rovné nule; 2 body za dbkaz, Ze n je parne
¢islo; 2 body za konstrukciu prikladu vyplnenia pre kazdé n = 6k (z toho 1 bod za priklad pre n = 6).

3. Dany je trojuholnik ABC', v ktorom D, E su postupne stredy stran BC', AB. Nech
F je stred usecky BE a G wvnitorny bod strany AC, pre ktory plati |AG| = 3|CG].

Dokazte, Ze priesecnik priamok DF a GE leZi na tej rovnobezke s priamkou BC, ktord
prechadza bodom A. (Patrik Bak)

Riesenie. Venujme sa najskor dvojici tiseciek BC' a F'G. Zo zadania bodov F' a G
vyplyva |[AB| : |AF| = |AC| : |AG| = 4 : 3, takZe trojuholniky ABC a AF'G st podla
vety sus podobné v pomere 4 : 3. Z toho vyplyva, ze aj |BC| : |[FG| = 4 : 3 a ze
BC || FG (vdaka zhodnym suhlasnym uhlom, ktoré v dalsich podobnych situdciich
uz spominat nebudeme). Z praktickych dévodov dalej zvolime jednotku dlzky tak, aby
platilo |BC| =4 a |[FG| = 3.

Oznacme teraz P priese¢nik priamky DF' a rovnobezky zo zadania tlohy. Z obr. 2 je
zrejmé, ze trojuholniky BDF a APF st podla vety uu podobné. Ich pomer podobnosti
je 1 : 3, lebo podla zadania plati |AF| = 3|BF|. Z podobnosti trojuholnikov BDF
a APF vzhladom na |BD| = 2 teda vyplyva |AP| =3|BD|=3-2=6.

Ozna¢me dalej P’ prieseénik priamky GFE a rovnobezky zo zadania tlohy.
Podla obr.3 vidime, ze aj trojuholniky FGE a AP'E st podla vety uu podobné;
ich pomer podobnosti je pritom |FE|: |AE| =1:2, teda |AP'| =2-|FG|=2-3 =6.

P - -

Obr. 2

Zistili sme, ze pre body P a P’, ktoré lezia na uvazovanej rovnobezke v jednej
polrovine vytatej priamkou AB, plati |[AP| = |AP’|, a preto nutne P = P’. Na danej
rovnobezke teda lezi aj priese¢nik priamok DF a GE, ako sme mali dokézaf.

Pozndamka 1. Namiesto ivahy o druhom prieseéniku P’ je mozné dokazat, Ze priesec-
nik P lezi na polpriamke opac¢nej k polpriamke EG. Na to staci overit rovnost |[{ FEG| =
= |{AEP)|. T4 ale vyplyva z vySrafovanych trojuholnikov FEG a AEP, ktoré su totiz
podobné podla vety sus, lebo sa zhoduji v uhloch pri vrcholoch F', A a oba pomery
|FE|: |AE|, |FG| : |AP| st rovné pomeru 1 : 2.
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Postupovat pri rieSeni mozno tiez tak, Ze uvazime iba priesecnik P’, z podobnych
trojuholnikov FEG, AEP’ odvodime rovnost |AP’| = 6 a dokdzeme rovnost |{ BF D| =
= |LAFP’| z vysrafovanych trojuholnikov BFD a AF'P’, ktoré su totiz podla vety sus
podobné, lebo sa zhoduji v uhloch pri vrcholoch B, A a oba pomery |BF| : |AF|,
|BD| : |AP’| st rovné pomeru 1 : 3.

Pozndmka 2. Polohu prieseénika priamok DF a GFE nam prezradi, ked si vopred
nacrtneme rovinna trojuholnikovt mriezku, ktorej uzly delia kazdu stranu trojuholnika
ABC na $tyri zhodné useky.

/\

Obr. 4

Obr. 4 sice priamo napoveda, ze priamky DF a GFE prechadzaja obe tym uzlom,
ktory je ,Siesty nalavo®* od uzla A, samotny nacrt vSak sa nedéd povazovat za tplné
rieSenie ulohy. Je nutné dokéazat to, ¢o na obrazku vidime. PresnejSie povedané, je
nutné zdovodnit, Ze uvazované spojnice deliacich bodov na stranach trojuholnika ABC
ho rozdeluj na 16 mensich, navzéjom zhodnych trojuholnikov,! ktoré uz potom mozno
doplnit do vyslednej mriezky, ktora bude ,zjemnenim* mriezky tvorenej képiami troj-
uholnika ABC.

Za plné rieSenie tlohy dajte 6 bodov, z toho 2 body za zavedenie aspoti jedného z priese¢nikov P a P’.
Zvy$né 4 body dajte podla tplnosti ivah o dvojiciach podobnych trojuholnikov, ktoré s pri zvolenom
postupe potrebné, z toho 1 bod za doékaz oboch relacii |BC| : |[FG| = 4 : 3 a BC || FG. Tento bod
mozno udelit aj v pripade, ked Ziadny z bodov P, P’ zavedeny nie je.

Za nécrt trojuholnikovej mriezky s vykreslenymi polpriamkami DF a GE (ako je uvedeny
v poznamke 2) dajte 4 body, k tomu mozno pripocitat 1-2 body podla miery uplnosti, s akou je
existencia takej mriezky zdovodnena.

4. Nech a, b si lubovolné kladné redlne cisla, pre ktoré plati a®> + b*> = 1. Ndjdite
najmensiu mozni hodnotu vyrazu

a?(a+b%)  b2(b+ a)
b— b3 a— a3

a urcte, pre ktoré uwvaZované dvojice a, b je tdto hodnota dosiahnutd. (Tomas Barta)

! Prvym krokom takého zdévodnenia moze byt ivaha o dvojici tiseéiek BC a F'G z ivodného odseku
rieSenia.



Riesenie. Pouzitim podmienky a?+b? = 1 upravime najskor prvy zlomok zo zadaného
vyrazu:
a?(a+b%)  a*(a+b®) a*(a+b®) a+b0® a L
b— 7 b= ba® b b

Podobne pre druhy zlomok plati

b2(b 3
(+i):é+a2.
a—a a

Scitanim vyjadreni oboch zlomkov tak pre zadany vyraz V' dostaneme:

b b b
V= <9+b2>+ ) = (T2 )+ @)= (2 + 2 ) +1,
b a b «a b «a
pricom sme opif vyuzili podmienku a? + b2 = 1.
Vsimnime si, Ze pre stéet zlomkov v poslednych okrtihlych zatvorkach plati?
(a—1b)°
ab

a2+ (a—b)"+2ab (a—0)°
ab ab ab

+222, lebo

1\

a b
-+ - = 0.
b a
Z odvodeného vyjadrenia vyrazu V teda vyplyva dolny odhad V' = 2 + 1 = 3. KedZe
navySe v pouZitej nerovnosti a/b + b/a = 2 nastane rovnost prave vtedy, ked plati
a = b, rovnost V = 3 nastane prave vtedy, ked kladné ¢éisla a, b spliiaji obe podmienky
a?+b> =1aa =b, t.j. prave vtedy, ked a = b = %\/5 Cislo 3 je teda hladana
najmensia hodnota daného vyrazu V' a je dosiahnuta pre jedini dvojicu uvazovanych
Cisel a, b (uréenych v zavere predchadzajtcej vety).
Za Uplné riesenie ulohy dajte 6 bodov, z toho: 2 body za potrebna upravu aspon jedného z dvoch
zadanych zlomkov; 1 bod za tpravu ich sti¢tu na tvar vhodny pre minimalizaciu saétu a/b + b/a ¢i
maximalizciu sGéinu ab; 2 body za zdévodnenie dolného odhadu éislom 3 (mozno sa pritom odvolat
na AG-nerovnost ako v pozndmke pod é&iarou); 1 bod za uréenie (nie iba uhadnutie), kedy je najmensia
hodnota dosiahnuta.

Pri nedplnom rieseni za uhddnutie hladaného minima 3 dajte 1 bod iba v pripade, ked je pre tuto
hodnotu uvedena zodpovedajtuca dvojica a = b = %\/5 Tento bod mozno pripocitat k prvym 2 alebo

3 bodom udelenym podla pokynov z predchadzajiiceho odseku. Bez tiplného dékazu nerovnosti V > 3
aj pri inych postupoch mozno ziskat nanajvys 4 body.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

2 Na dbkaz tohto vysledku moZno tiez vyuZif AG-nerovnost %(u +v) 2 v/uv pre hodnoty u = a/b a
v = b/a. Tiez je mozné vdaka podmienke a? + b? = 1 vyuzit rovnost a/b + b/a = 1/(ab) a potom
maximalizovat stéin ab, napriklad pouzitim uvedenej AG-nerovnosti pre u = a2 av =5
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