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69. ro¢nik MO Zadania tloh ¢esko-polsko-slovenského stretnutia

(Sutaz sa konala 25.—-28. 8. 2020.)

1. Dany je rovnobeznik ABCD, ktorého uhlopriecky sa pretinaju v bode P. Ozna¢me
M stred strany AB. Nech @ je taky bod, Ze priamka () A je doty¢nicou kruznice opisanej
trojuholniku M AD a @B je doty¢nicou kruznice opisanej trojuholniku M BC'. Dokéazte,
ze body @), M, P lezia na jednej priamke. (Patrik Bak, Slovensko)

2. Pre dané kladné celé cislo n hovorime, ze realne cislo x je n-dobré, ak existuje
n kladnych celych ¢isel aq, ..., a, takych, ze
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Najdite vsetky kladné celé ¢isla k, pre ktoré je pravdivé nasledovné tvrdenie: Ak a, b si
redlne cisla také, ze uzavrety interval (a,b) obsahuje nekonecne vela 2020-dobrych ¢isel,
tak interval (a,b) obsahuje aspoii jedno k-dobré ¢islo. (Josef Tkadlec, Ceska rep.)

3. Na tabuli st napisané ¢isla 1,2, ...,2020. Venusa and Serena hraja nasledujticu hru.
Najskor Venusa spoji tiseckou dve rozne cisla také, ze jedno z nich deli druhé. Potom
Serena spoji tseckou dve rozne cisla také, ktoré este nie st spojené a jedno z nich deli
druhé. Potom rovnako pokracuje Venusa a nésledne sa striedaju az do momentu, ked
vznikne trojuholnik s vrcholom v ¢isle 2020, t.j. 2020 je spojené s dvoma c¢islami, ktoré
st spojené navzajom. Hracka, ktord nakresli posledni tsecku (dokonéi trojuholnik),
vyhrava. Ktora z nich ma vyhravajiacu stratégiu? (Tom4s Barta, Ceskd rep.)

4. Dané je realne cislo a. Najdite vSetky funkcie f: R — R také, ze

(z+y)(f(z) = f(y) =alz —y)f(z+y)

pre vSetky x, y € R. (Walther Janous, Rakusko)

5. Nech n je kladné celé ¢islo a nech d(n) oznacuje pocet usporiadanych dvojic kladnych
celych ¢isel (x,y) takych, ze

(z+1)? — 2y(2x —zy +2y) + (y+ 1)* = n.
N4jdite najmensie kladné celé &islo n spliajtce d(n) = 61.  (Patrik Bak, Slovensko)

6. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC'. Nech P je taky bod, ze priamky PB a PC su
doty¢nicami kruznice opisanej trojuholniku ABC. Nech X a Y st zvolené postupne na
priamkach AB a AC tak, ze |[{XPY| = 2|4{BAC| a P lezi vnutri trojuholnika AXY'.
Oznacéme Z obraz bodu A v osovej stmernosti podla osi XY. Dokézte, ze kruznica
opisana trojuholniku XY Z prechadza pevnym bodom nezavislym od polohy bodov X
aY. (Dominik Burek, Polsko)



