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68. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania 1loh vyberového siistredenia

(Stustredenie sa konalo 7.-13. 5. 2019.)

1. [A0] Su dané redlne ¢isla a1, as, as, aq, as také, ze kazdé dve sa lisia nanajvys o 1. Nech s je
stcet tychto ¢isel. Predpokladajme, Ze sti¢et druhych mocnin tychto &isel je rovny 2s2. Dokazte,
v 2 > E
ze s° 2 2.
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2. [C0] Budova ma 7 vytahov a kazdy z nich zastavuje na nejakych 6 poschodiach. Pre kazdé
dve poschodia existuje vytah, ktory ich priamo spdja. Kolko najviac poschodi moze mat tato
budova?

3. [GO] V trojuholniku ABC plati |AB| = |AC|. Kruznica I' lezi zvonku trojuholnika ABC
a dotyka sa priamky AC v bode C. Bod D lezi na I tak, Ze kruznice ABD a I'" maji vnatorny
dotyk. Usec¢ka AD pretina I' v bode E # D. Dokéazte, ze priamka BE sa dotyka I

4. [N0O] N4jdite vsetky dvojice (p,q) prvodisel, pre ktoré je &islo p?=! + ¢P~! druh4d mocnina
celého cisla.

5. [N1] Néjdite vsetky dvojice (n, k) kladnych celych ¢isel, pre ktoré existuje kladné celé ¢islo s
také, Ze ¢isla sn a sk maja rovnaky pocet delitelov.

6. [A2] Dokéazte, ze lubovolny polyném stupiia n s vedicim koeficientom 1 s redlnymi koeficien-
tami sa d4 napisat ako aritmeticky priemer dvoch polynémov stupiia n s vedicim koeficientom 1
takych, Ze kazdy z nich ma n realnych korenov.

7. [C3] Nech a, b st rozne kladné celé ¢isla. Na spociatku préazdnej tabuli prebieha nasledovny
nekonecny proces.
(i) Ak je na tabuli aspon jedna dvojica rovnakych ¢isel, tak si zvolime nejaku taka dvojicu
a zvysime jeden z jej prvkov o a a druhy o b.
(ii) Ak takd dvojica neexistuje, napiSeme na tabulu dve nuly.
Dokéazte, ze bez ohladu na to, ako robime tahy (i), operécia (ii) bude vykonana iba konecéne
vela krat.

8. [A1] Nech Q" ozna¢uje mnozinu kladnych raciondlnych ¢isel. Najdite vsetky funkcie
f:Qt — QT splnajtce
f(a*f2(y)) = f2(2)f(y)

pre vietky z,y € QT.

9. [C2] Je dané kladné celé ¢islo n a tabulka n x n. Kazdé policko tabulky je bud prazdne, alebo
sa na fom nachadza celé ¢islo. Plati, Ze v kazdom riadku a v kazdom stlpci st navzéjom rézne
¢isla. Dokéazte, ze policka s ¢islami vieme ofarbit namodro tak, Ze:
(1) V kazdom riadku a v kazdom stlpci sa nachadza nanajvys jedno modré policko.
(2) Pre kazdé nezafarbené policko s €islom existuje modré policko v rovnakom riadku
s via¢sim ¢islom alebo modré policko v rovnakom stipci s mensim éslom.

10. [G3]| Je dany trojuholnik ABC' a nejaky jeho vnutorny bod 7. Nech A;, B;, Cy st
obrazy bodu T v osovych stmernostiach postupne podla priamok BC, C'A, AB. Priamky
AT, ByT, C1T pretinaja kruznicu I' opisant trojuholniku A; B;C7 postupne v bodoch As,
By, Cs5. Dokazte, ze priamky AAs, BBy, C'Cy sa pretinaji na I'.



11. [G1] V trojuholniku ABC plati |AB| = |AC|. Ozna¢me M stred BC. Nech P je taky bod,
7e |PB| < |PC|a PA | BC. Body X,Y lezia postupne na priamkach PB a PC tak, ze B lezi
na tsecke PX, C' lezi na tsecke PY, a | PXM| = |£PY M|. Dokézte, ze Stvoruholnik APXY
je tetivovy.

12. [N2] N4jdite vietky celé ¢isla n > 2 také, Ze pre vietky dvojice (i, 7) celjch &isel spliiajucich
0 < i,j < n plati, Ze ¢islo ¢ + j méa rovnaku paritu ako
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13. [A3] Nech ag, a1, as, ... je postupnost redlnych ¢isel takych, ze ag = 0, a; = 1, a pre kazdé
n 2 2 existuje 1 < k < n splhajtce

Ap—1+ -+ Qn—f
2 .

an =
Urcte najvacsiu mozna hodnotu rozdielu asgig — a2017-

14. [C1] Je dané prirodzené ¢islo n = 3. Dokézte, ze existuje 2n-prvkova mnozina S kladnych
celych ¢isel s nasledovnou vlastnostou: Pre kazdé m € {2,3,...,n} sa mnozina S dé rozdelit
na dve podmnoziny s rovnakym stctom prvkov, pricom pocet prvkov jednej z nich je rovny m.

15. [G2] Je dany rovnobeznik ABCD taky, ze |[ADAB| > 90°. Nech H je bod priamky AD
taky, ze BH | AD. Ozna¢me M stred AB. Dalej nech K # D je priese¢nik priamky DM
s kruznicou ADB. Dokazte, ze Stvoruholnik HKCD je tetivovy.

16. [N3] Nech f : {1,2,3,...} — {2,3,...} je funkcia takd, ze f(m + n) | f(m) + f(n) pre
v8etky dvojice (m,n) kladnych celych ¢isel. Dokazte, ze existuje kladné celé ¢islo ¢ > 1, ktoré
deli v8etky hodnoty f.



