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64. ro¢nik Matematickej olympiady
2014/2015 Riesenia tloh IMO

1. Konecéni mnoZinu S pozostdvajicu z bodov roviny nazjvame vyvdZend, ak pre lu-
bovolné dva rozne body A, B z mnoZiny S existuje v S taky bod C, ze |AC| = |BC|.
MnoZinu S nazyvame bezstredovd, ak pre Ziadne tri rozne body A, B, C' z mnoZiny S
neexistuje v S taky bod P, ze |PA| = |PB| = |PC|.
a) Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n 2 3 existuje vyvdZend mnoZina obsahujica
prdve n. bodov.
b) Urcte vsetky prirodzené ¢isla n = 3, pre ktoré existuje vyvdZend bezstredovd mno-
Zina obsahujica prdve n bodowv.

(Holandsko)

RieSenie. a) Najprv popiseme konstrukciu vyvazenej mnoziny, ktora pozostava z par-
neho poc¢tu bodov. Nech O je stred kruznice, na ktorej lezia navzajom rézne body
C, D, E, Ay, Ay, ..., Ay a By, By, ..., By, pricom body O, A;, B; su vrcholmi
rovnostranného trojuholnika pre kazdé : = 1,2,...,k a rovnako aj body O, C, D a O,
D, E st vrcholmi dvoch roéznych rovnostrannych trojuholnikov (obr.1). Overme, ze

mnozina S = {O,C,D,E, Ay, B, A, By, ..., A, Br} s 2k + 4 bodmi je vyhovujica
vyvéazenad mnozina pre fubovolné celé ¢islo k = 0; t.j. Ze pre Tubovolné dva rézne body
z mnoziny S existuje iny bod z mnoziny S, ktory je od oboch bodov rovnako vzdialeny.
Ak st tie dva body roézne od O, tak zrejme pre ne vyhovuje bod O, pretoze vsetky
ostatné body lezia na kruznici so stredom v bode O. V pripade, ze jeden z vybranych
bodov je bod O a druhy je X, hladanym bodom Y € S je ten bod, ktory spolu s bodmi
O a X tvori vrcholy rovnostranného trojuholnika. Takyto bod v mnozine S existuje
a az na pripad X = D je jednoznacne urcéeny (ak X = D, tak vyhovuje Y = C aj
Y =F).

Ak v tejto konstrukcii vynechame bod E, dostaneme vyvazenti mnozinu s neparnym
poctom vrcholov. Inym prikladom vyvazenej mnoziny pozostavajicej z neparneho poctu
vrcholov st vrcholy pravidelného n-uholnika pre n = 2k + 1, £ = 1. Ozna¢me tuto
mnozinu S = {43, As, ... Asiy1}. Pre jej Tubovolné dva rézne body A; a A; je jedinym
bodom C' € S, ktory spliia |[CA;| = |C'A,|, bod C' = Ay, kde k je riesenim rovnice 2k =
= i+j (mod n). Tento bod lezi na priese¢niku osi strany A;A;, ktora je sicasne aj osou
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symetrie uvazovaného n-uholnika. V§imnime si tiez, zZe tato mnozina S je aj bezstredova;
jediny potencidlny bod P, ktory by mal rovnakia vzdialenost od troch réznych bodov
z mnoziny S, je stred pravidelného n-uholnika, ktory ale nelezi v mnozine S.

b) Vdaka konstrukcii bezstredovej mnoziny s neparnym poc¢tom bodov v Casti a)
nam ostava ukézaf, Ze bezstredova vyvadzend mnozina s parnym poctom bodov n
neexistuje. Tvrdenie dokazeme sporom, predpokladajme, Ze taka bezstredova vyvazena
mnozina S existuje. Pre kazda dvojicu bodov A, B € S nazveme bod C € S, pre ktory
plati [AC| = |BC|, bod asociovany s bodmi A a B. Dokopy moézeme vybrat in(n — 1)
dvojic bodov, preto existuje taky bod P, ktory je asociovany s aspon

{n(n - 1)/4 _n

2 2

parmi bodov. Samozrejme, medzi bodmi tychto parov nemédze byt bod P a teda pary
obsahuji iba n—1 bodov mnoziny S. Na druhej strane, n/2 parov zahftia n bodov, preto
existuju dva pary, ktoré sa prekryvaju v jednom bode. Ozna¢me ich {A, B} a {4, C},
potom ale |AP| = |BP| = |CP], ¢o je spor s bezstredovostou mnoziny S.

2. Urcte vsetky trojice (a, b, c) kladngch celych éisel, pre ktor€ je kazdé z éisel
ab—c, bc—a, ca—>b

mocninou ¢isla 2. (Srbsko)

RieSenie. (Podla Bui Truc Lama.) Najprv rozoberieme pripad, ak by boli dve z ¢isel
a, b, ¢ rovnaké, vdaka symetrii staci uvazovat iba pripad a = b. Potom ¢islo ac — b =
= a(c — 1) je mocninou dvojky a teda a = 2* a ¢ = 2! + 1 pre nejaké nezdporné celé
¢isla k a l. Cislo ab— ¢ = a® — ¢ méa byt tiez mocninou dvojky, t.j. pre nejaké nezaporné
celé ¢islo x plati rovnost

22k 9l _1 =27 (1)

UvaZzujeme najprv k > 0 aj [ > 0; potom je lava strana (1) neparna a jedind neparna
mocnina dvojky je 2° = 1. Z rovnosti

22k ol 1 =1,
2%k =2l 2 (2)

dostaneme pre [ > 1 spor (prava strana je delitelnd dvoma a nie Styrmi, lava strana je
delitelnd Styrmi pre £ > 0). Ostava [ = 1, ¢o vedie na k = 1 a spétne na a = b = 2,
¢ = 3. Vratme sa spat k rovnosti (1). Ak je kK = 0, tak lavy strana je zaporné ¢islo,
spor. Ak [ = 0, tak dostaneme rovnicu (2), t.j. 22¥ = 2% 42, ktorej rieSenie je iba k = 1
(pre k = 2 je aj x = 2 a dostaneme spor modulo 4), ¢o spolu s z = 0 vedie na rieSenie
a=>b=c=2.V tejto vetve sme nasli dve riesenia (a,b,c) € {(2,2,3),(2,2,2)}, spolu
s permutaciami su to Styri rézne riesenia.

Dalej mézeme predpokladat, Ze vsetky &isla a, b, ¢ st navzajom rozne. Vyrazy
v zadani st symetrické, preto stac¢i vyriesit pripad a > b > ¢. Ak ¢ = 1, tak ¢isla
ac—b=a—>bajbc—a=>b—a st navzdjom opatné a teda nemozu byt obe mocninami
dvojky. Ostava teda pripad

a>b>c>1, ateda ¢c=2, b=>3, a4 (3)
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Jednotlivé mocniny dvojky zapisme ako
ab—c= 2%, bc —a =2Y, ac—b= 2%

pre nejaké nezaporné celé ¢isla x, y, z. Tieto mocniny vieme vdaka usporiadaniu a >
> b > ¢ zoradit podla velkosti, pretoze

2° — 2% = (ab—¢) — (ac — b) = (a+ 1)(b c)>0} L esisy @
22 -2 =(ac—=b)— (bc—a)=(c+1)(a—0) >0

Zamerajme teraz svoju pozornost na vyrazy 2% — 2% = (a +1)(b —c¢) a 2% + 2% =
= (a — 1)(b + ¢). Oba vyrazy st (vdaka z > z) delitelné ¢islom 27, pricom obe ¢isla
a — 1 a a+ 1 nemoézu byt delitelné Styrmi. Rozoberme 2 pripady:

Ak 4ta—1,tak 2° 1 | b+ ca preto 2°7! < b+ ¢, z ¢oho

2° =ca—b < 2b+ 2c,
c(a —2) < 30,
3b

<
c < )
—a—2

Ak 4 {a+ 1, potom 2°7! | b — ¢ (z usporiadania vieme, Ze b > ¢) a podobne ako
v predoslom pripade vyuzitim 2% < 2(b — ¢) dostaneme horny odhad pre hodnotu ¢

2" =ca—b=<2b—2c

C§3b<3b

“a+2 " a-2’

a preto musi v kazdom pripade platit slabsi z uvedenych dvoch odhadov, t.].

Cga—Z' (5)

Vdaka usporiadaniu (3) a odhadu (5) obmedzime mozné hodnoty c. Ak a = 4, tak
z usporiadania (3) mame iba moznost b = 3 a ¢ = 2. Ak a = 5, tak b € {3,4} a teda
c=3b/(a—2) £12/3 = 4. Napokon, a 2 6 je ekvivalentné s nerovnostou 1/(a — 2) <
< 3/(2a) a nasledne ¢ =< 3b/(a — 2) < 9b/2a < 9/2 < 5. Nutne teda ¢ € {2,3,4}. Tieto
tri pripady rozoberieme.
> Nech ¢ = 2. Ak je a neparne, tak 2¥ = bc — a = 2b — a = 1, pretoze 2b — a je
neparne ¢islo. Potom a = 2b— 1 a teda 2 = 2a — b = 3b— 2, z ¢oho b = (2° +2)/3
a spitne a = (2°*t! +1)/3 a napokon

z z+1 2z+1 z+2 z _
2’3:ab—2:<2 +2><2 +1>_2:2 +2242 422 16

3 3 9 - (6)

Pre z > 4 mame 16 < 2% < 2712 < 222F1 takse maximalna mocnina dvojky, ktora
deli zlomok (6), je 16. Hodnota vyrazu v ¢itateli rastie a preto méze byt ¢islo (6)
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mocninou dvojky iba ak z = 0,1, 2, 3,4. VypiSeme tieto moznosti:

z | 27| 2712 | 2221 | 97 4 922 4 222H1 _ 16 | ab — 2
0 4 2 -9 -1
1| 2] 8 8 2 2/9
2 16 | 32 36 4
38| 32 | 128 152 152/9
4116 | 64 | 512 576 64

Hodnota ab — 2 je mocninou dvojky iba pre z = 2, vtedy dostavame uz zname
rieSenie (a,b,c) = (3,2,2), ale pre z = 4 mame nové riesenie (a,b,c) = (11,6,2).
Analogicky mozeme postupovat, ak by bolo ¢islo b neparne — v tomto pripade ale
riesenie spliiajiice (3) nedostaneme. Ak by boli obe &isla a aj b parne, tak 2° =
= ab— 2 bude delitelné dvoma, ale nie $tyrmi, preto ab—2 = 2, ¢o je v spore s (3).

> Nech ¢ = 3. Ak dosadime a = bc—2Y do 2% = ca — b, dostaneme 2% = c?b — 2Yc — b
a z (4) vieme, Ze 2¥ < 27 a tak moZeme pisaf 2Y(c+2°7Y) =c2b—b=1b(c* — 1) =
= 8b = 0 (mod 2¥). Podobne z rovnice b = ca — 2% dosadenim do 2¥ = bc —a =
= c?a — 2°a — a a vyuZitim (4) dostaneme c?*a — a = a(c* — 1) = 8a = 0 (mod 2Y).
Ak by teda bolo 2¥ = 16, museli by byt obe ¢isla a aj b parne, potom ale 2% =
= ab—3 = 1, ¢o je spor s 2* > 2Y > 16. Ostdavaji moznosti y € {0,1,2,3}.
Z nerovnosti (5) pre ¢ = 3 je a —2 < b, ¢o spolu s (3) dava iba moznosti a = b+ 1
a a = b+ 2. Dosadime to do rovnice 3b — a = 2Y a v prvom pripade dostaneme
2b — 1 = 2Y =1 (lebo je to nepérne ¢islo), z ¢oho b = 1, spor s (3). V druhom
pripade je 2¥ = 2b — 2 a ak uvézime, ze z (3) je b > ¢ = 3, tak staéi preskimat
y = 3, pre ktoré vychadza rieSenie (a,b,c) = (7,5, 3).

> Nech ¢ = 4. Opit z nerovnosti (5) pre ¢ =4 je 4(a — 2) < 3b, o spolus b < a—1
dava a = 5. To je ale spor s (3) pre ¢ =4 (lebo potom a = 6).

RieSeniami su trojice (a, b, c) € {(2,2,2),(2,2,3),(2,6,11),(3,5,7)} a ich permutécie.

3. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC, pricom |AB| > |AC|. Oznac¢me I jeho opisani
kruznicu, H priesecnik vysok a F' pdtu vysky z vrcholu A. Stred strany BC' oznacme M.
Nech Q je taky bod kruznice T, Ze | HQA| = 90°. Dalej nech K je taky bod kruznice T,
Ze |[{HKQ| = 90°. Predpokladajme, Ze body A, B, C, K a Q st véetky rozne a leZia na
kruznici I' v tomto poradi. Dokdzte, Ze kruzZnice opisané trojuholnikom KQH a FKM
sa navzajom dotykaji. (Ukrajina)

RieSenie. Zostrojme najprv dva pomocné body, obrazy bodov A a ) podla stredu
kruznice I'; oznaéme ich postupne A’ a Q’. Z vlastnosti ich konstrukcie st uhly AQA’
a QK Q' pravé a teda body @, H, A’ lezia na priamke (zo zadania je |[{AQH| = 90°)
a podobne aj body K, H a Q' lezia na priamke (zo zadania je |[{QKH| = 90°). Ak
oznaCime FE priesecnik polpriamky AH s kruznicou I', tak je zname, ze F' je stredom
usecky HFE. Podobne je zname, ze M je stredom tsecky HA' (MF je stredné priecka
v trojuholniku HA'FE).



Obr. 2

Uvazujme Tubovolny bod T taky, Zze priamka T K je doty¢nicou ku kruznici opi-
sanej trojuholniku KQH v bode K, pricom body @ a T lezia na opacnych stranach
priamky K H (obr.2). Potom |[{HKT| = |{HQK| a ostava ukazat zhodnost tsekovych
uhlov [{MKT| = |{CFK| (= 180° — |{MFK]|). S vyuzitim |[{MKT| = |{HKT| —
— | HK M| potrebujeme ukazat

|KHQK| = |{CFK|+ |{HKM].

Dosadenim rovnosti |{ HQK| = 90°—|£Q'HA'| a |[{CFK| = 90°— |{ K F A| to m6zeme
prepisat na

ILQ'HA'| = |4KFA| — |LHKM]|. (1)

Trojuholniky KHE a AHQ' st podobné. Ozna¢me J stred tsecky H(Q)'; potom z tejto
podobnosti je |[{KFA| = |{HJA| a analogicky z podobnosti trojuholnikov K H A’
a QHQ' dostdvame |[{HK M| = |{JQH]|. Dosadenim do (1) dostavame

LQ'HA'| = |LHJA| — |£JQH]|. 2)

Z uhlov v trojuholniku H.JQ vyplyva rovnost |{Q'HA'| = |[{JQH|+|£HJQ| a z uhlov
pri vrchole J rovnost |[{HJA| = |£QJA|+|£HJQ)|. Po dosadeni do (2) ostava dokazat
2-LJQH| = |£QJA|.

Posledna rovnost vyplyva z toho, ze AQA’Q’ je obdlznik (jeho uhlopriecky st
priemermi kruznice I', obr.3). Bod J, ktory je stredom tsecky HQ', lezi aj na osi
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Obr. 3

usecky AQ (potom |[LJQH| = |£JAQ'| a |LQJA| = (90°—|LQAJ|)+(90°—|LAQJ|) =
= |LJQH| + |[£JAQ'|).

Iné rieSenie. Definujme body A’ a E a sGcasne vyuzijeme aj pozorovanie, ze
priamka M H prechéddza bodom ) ako v predoslom rieSeni. V§imnime si, ze bod A’ je
druhym prieseénikom priamky M H a kruznice I' a bod E splita | HEA’| = 90° (obr. 4).
V kruzniciach opisanych trojuholnikom KHQ a EA’H st usecky HQ a HA' postupne
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Obr. 4

priemermi, preto existuje ich spolo¢na tetiva ¢ v bode H kolma na tsecku M H. Nech R
je bod, ktory ma ku kruzniciam opisanym trojuholnikom ABC, KHQ a EA’H rovnaku
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mocnost; ndjdeme ho ako prieseénik chordal QK a AE’. Nech S je stred tsecky HR;
z rovnosti [{QKH| = |[{HEA’| = 90° vyplyva, Ze $tvoruholnik HERK je tetivovy so
stredom opisanej kruznice v bode S. Cize |SK| = |SE| = |SH|. Priamka BC, ktor4 je
osou usecky HFE, prechadza bodom S. Teraz uz tlohu dokon¢ime pomocou mocnosti
bodu S ku kruzniciam HMF, KHQ a KFM. Priamka SH je doty¢nicou ku kruznici
opisanej trojuholniku HM F v bode H, preto

|ISM|-|SF| = |SH|]* = |SK|?.

Takze mocnost bodu S ku kruzniciam opisanym trojuholnikom KQH a KFM je |SK|?,
preto je priamka SK dotyc¢nicou oboch kruznic v bode K.

4. Trojuholnik ABC' md opisani kruznicu 2, ktorej stred oznacme O. Nech kruznica I’
so stredom A pretina usecku BC' v bodoch D a E, pricom body B, D, E, C su vsetky
rozne a lezia na priamke BC' v tomto poradi. Kruznice I' a ) sa pretinaji v bodoch F
a G, pricom body A, F, B, C, G leZia na kruznici v tomto poradi. Oznacme K dalsi
priesecnik kruznice opisanej trojuholniku BDF s tseckou AB. Podobne oznacme L
dalsi priesecnik kruznice opisanej trojuholniku CGE s useckou C A. Predpokladajme, Ze
priamky FK a GL su rozne a pretinaji sa v bode X . Dokdzte, Ze X lezi na priamke AO.

(Grécko)

Riesenie. Staci ukazat, ze FK a GL st symetrické vzhladom na priamku AO. Tetivy
AF a AG kruznice © maji zo zadania rovnaki dizku a st preto symetrické vzhladom
na priemer AQO. Potrebujeme ukézat rovnost

|L{KFA| = |{AGL|.

Dostaneme ju postupnou tupravou a vyuzitim uhlov v tetivovych stvoruholnikoch
FDEG, AFBG, BDKF, ECGL a BCGA (obr.5):

|{KFA| = |{DFG| + |£GFA| — |ADFK| = |{CEG| + |{GBA| — |4DBK| =
— |{CEG| — |£CBG| = |{CLG| — |{CAG| = |£AGL|.

Tym je tloha vyriesena.




5. Oznacme R mnoZinu vsetkych realnych cisel. Urcte vsetky funkcie f:R — R take, Ze
rovnost

fla+fl@+y) + flay) =2+ fl@+y) +yf(@)
plati pre vsetky realne cisla x, y. (Albénsko)

Riesenie. Dve vyhovujice funkcie ndjdeme medzi linearnymi funkciami; ak sktisame
hladat funkcie v tvare f(z) = ax + b, priamym dosadenim do zadania dostaneme

alz+alx+y)+b)+b+ary+b=z+a(z+y)+b+ylax+0),
a(a(r +y) +b) + b=z + ay + yb,
z(a? — 1) +y(a® —a—b) + (ab+b) =0,

z ¢oho porovnanim koeficientov pri x dostaneme a € {—1,+1} a nasledne pre a = —1
z koeficientu pri y dopocitame b = 2 a pre a = +1 z absolitneho ¢lena dostaneme b = 0.
Spitnym dosadenim overime, ze skutocne obe funkcie f(x) = —x + 2 aj f(z) = x st
rieseniami.

Dalej ukézeme, Ze iné rieSenia tiloha nemé. Najprv zistime hodnotu f(0). Dosade-
nim z = y = 0 do zadanej rovnice dostaneme f(f(0)) = 0 a nésledne dosadenim z =0
ay = f(0) ziskame

FUF(F(0))) + £(0) = f(£(0)) + £(0)%,
2f(0) = £(0)%,

|
~

z ¢oho f(0) € {0,2}.
Dosadme y = 1 do pévodnej rovnice. Dostaneme

fla+ f(z+1)=x+ f(z+1), (1)

teda hodnota = + f(x 4+ 1) je pevahym bodom funkcie f pre kazdé redlne ¢islo x.
Rozlisime teraz dva pripady v zéavislosti od hodnoty f(0).

Pripad 1: f(0) = 2. Dosadenie z = 0 do povodnej rovnice vedie na

f(0) = f(y) +yf(0),
f(fy) — fly) =2(y —1). (2)

Z Tavej strany rovnice (2) vidime, ze ak f(y) = y pre nejaké y, tak y = 1. Spojenim

s rovnicou (1) vidime, ze x4 f(z+1) = 1 pre vSetky redlne ¢isla x, z ¢oho f(z) =2 —z.
Pripad 2: f(0) = 0. Najprv zistime hodnoty f(1) a f(—1). Hodnotu f(—1) dopo-

¢itame z rovnosti (1) pre y = —1: f(—1) = —1. Zadana rovnica pre x = 1 ma tvar

fA+fly+0))+fy) =1+ fly+1) +yf(1) (3)

=
-
~~
<

=
+

a vzapiti dosadenim y = —1 dopoc¢itame s vyuzitim f(—1) = —1 a f(0) = 0 hodnotu
f(1) = 1. Spétne dosadenim f(1) = 1 do rovnice (3) dostaneme

fA+fly+1))+fly) =1+ fly+1)+y. (4)
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Dosadme teraz y = 0 a nahradme x hodnotou x + 1 v pévodnej rovnici, dostaneme
fe+ fz+ D)+ ) =z+ f(z+1)+1
a porovnanim s rovnicou (1) vidime, ze ak yq je pevnym bodom, tak aj yo+1 je pevnym

bodom funkcie f a opakovanim tejto tvahy je aj yg + 2 pevnym bodom funkcie f, t.].
fle+ f(zx+1)+2)=2z+ f(x + 1)+ 2 a dosadenim = — 2 za x mdzeme pisat

fa+fl@-1)=a+flx-1),
ale na druhej strane dosadenie y = —1 do povodnej rovnice déva
fla+ flz—1) =2+ flx - 1) - f(x) - f(~2),
ateda f(—z) = —f(x).

V povodnej rovnici substituujeme (z,y) za (—1,—y) a vyuzijeme f(—1) = —1
a neparnost funkcie f, aby sme dostali

1+ f(—y =)+ fly) = -1+ f(~y — 1) +y,
—fA+fly+1)+fly)=—-1-fly+1) +y.

Nakoniec to uz iba porovndme s rovnicou (4) a vidime, ze musi platit f(y) = y pre
vSetky redlne ¢isla y.

6. Postupnost ay,as, ... celjch cisel splia nasledujice podmienky:
i) 1 = a; <2015 pre vietky j = 1;
it) k4 ax # 1+ a; pre vetky 1 < k < [.

Dokazte, zZe existuju kladné celé ¢isla b a N také, Ze nerovnost

n

> (a; —b)| £ 10077

j=m+1

plati pre vietky celé ¢isla m, n spliajice n > m = N. (Australia)

RieSenie. (Podla Bui Truc Lama.) Odratajme pre jednoduchost od kazdého a; jed-
notku, teda a; <— a; — 1. Tym zabezpec¢ime, ze podmienka i) zo zadania bude 0 < a; <
< 2014 pre vsetky j = 1. Podmienku ii) tato transformécia neovplyvni, v dokazovanej
nerovnosti bude potrebné nami vypocitani hodnotu b zvicsit o jednotku.

Zostrojme postupnost s; = a; + i. Cislo k budeme nazyvat dierou, ak neexistuje j
také, Ze s; = k. Cislo k budeme nazjvat dierou do i, ak neexistuje j také, ze 1 < j < i
as; = k.

Pozrime sa na diery do n. VSimnime si, ze vSetky cisla s1, ss, ..., s, nadobudaju
hodnoty z intervalu (1,7 + 2014) (1 < i+a; = n+2014) a st vSetky rozne (podmienka ii)
v zadani). Takze v intervale (1,n + 2014) je prave 2014 (= (n + 2014) — n) dier do n.
Zoberme nejakt dieru do n, napr. [, t.j. neexistuje j < n také, ze s; =[. Ak [ < n, tak
[ bude aj dierou do j pre vSetky j = n (lebo to nemame ako ,zaplatat“, s; = n+ 1 pre
i > n). Takato dieru nazveme permanentnou dierou od n.
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Zrejme pocet permanentnych dier nemoze stale rast — je zhora obmedzeny poc¢tom
dier do 4, a tych je najviac 2014. Takze pre nejaké [ plati, Ze pre ¢ = [ je pocet
permanentnych dier od n konStantny, oznacme ho 2014 — k; pridom vieme, ze 0 <
< 2014 — k £ 2014, t.j. 0 < k < 2014. Zvolme N = [, b = 2014 — k a ukdzme
pozadovant nerovnost.

Pre kazdé i = [ ozna¢me ¢; sucet nepermanentnych dier do i (tych je presne k),
zmenseny o ki (teda o stucet vzdialenosti dier od 7). Ozna¢me

Si=s1+s2+...+si=(a;+1)+ (a2 +2)+ ...+ (a; +10).

Pozrime sa, ako vieme inak vyjadrit S; — je to sucdet vSetkych ,ne-dier” v intervale
(1,7 + 2014). Stcet vSetkych dier neprevySujucich N je konstantny, ozna¢me ho Z.
Cisla v intervale (N + 1,14) nie st dierami, pretoze by to boli diery do i neprevysujice i
a teda by to museli byt permanentné diery, ktoré sa uz za hodnotou N nevyskytuju.
Zostavajuce (nepermanentné) diery sa teda nachadzaju v intervale (i + 1,7 + 2014) a ich
sucet je

(i+1)+ (@ +2)+...4+ (i +2014) — (¢; + ki).

Celkom teda

Si:Z+(N—}—1)+(N—|—2)—}—...+i+((i+1)+...+(i+2014)—(qi—i—ki)) =

. . 2014 - 2015
= Z+(N+1)+ (N +2) .4+ (2014 = k)i + ——— —q.
Upravujme rozdiel S; —S; pre i > j:

Si—Sj=(ajr1+j+ D)+ (aj2+j+2)+ ...+ (a; +1i) =

5
2014 - 2015
2 Y)=

2014 - 2015
= <Z+(N+1)+(N+2)+...+z'—i—(2014—k)z’+—— i)—

- (Z-l—(N+1)+(N+2)+...+j+(2014—k)j+

=0+ +G+2)+...+i+ (2014 —k)(i —j) + ¢ — -

Z prvej a poslednej rovnosti tak mame

aj+1 +aj+2+...+az- = (2014—k)(z—])+q] — q;
(aj41 — (2014 — k) + ... + (a; — (2014 — k) = ¢; — ¢

K3
Z ar —b=gq; —q;, pricomi>j=N.
r=j5+1

Ostava tak ukazat, Ze |¢; — ¢;| < 1007%; na to stadi uvazovat rozpitie hodnot ¢; — je to
stcet vzdialenosti k ¢isel z intervalu (i 4+ 1,4 4 2014) od ¢isla i (podobne pre g;), t.j.

k(k —1)
2

k(4029 — k)

=142+4...+k<q <2014 42013+ ...+ (2015 — k) = .
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a nasledne

4029 — —1 2014 — k)
|qj—qi|§k(029 k)_k(k2 ):k(2014_k)§(k:+(02 k)) _ 1007,

pricom v poslednom kroku sme vyuzili 0 < k£ < 2014 a AG-nerovnost. Tym sme tlohu
vyriesili.

Iné rieSenie. (Podla Eduarda Batmendijna.) Prva podmienka v zadani hovori, Ze
postupnost ai, as, ... mdzeme znazornit ako tabulku s 2015 riadkami a nekonecne vela
stipcami, pri¢om jej poli¢ko v 2-tom stipci zlava a y-tom riadku zdola (dalej len policko
(x,y)) je vyfarbené (sivou) prave vtedy, ked a, = y. Napriklad pre a; = 2, as = 2014
a az = 1 bude tabulka vyzerat ako na obr. 6.

1 2 3 P
2015
2014
2
1
Obr. 6

Druhé podmienka v zadani hovori, Ze na diagonéle v smere ,\* (dalej uz budeme
hovorit iba o diagonale) sa nenachadzaju dve vyfarbené policka; totiz dve vyfarbené
policka (k,1) a (m,n) zodpovedajice ay = [ a a,, = n na takejto diagonale splhajt
m — k =1 —n a nasledne teda ax + k =1+ k =n+ m = a,, + m, ¢o nie je dovolené.

Viimnime si, Ze i-ty stipec nasej tabulky obsahuje prave jedno vyfarbené policko
(uréené hodnotou a;) pre fubovolné i. Uvazujme prvych X stipcov tabulky; zasahuje do
nich X +2014 diagonél a je v nich prave X vyfarbenych poli¢ok pre fubovolné X. Potom
je v celej tabulke najviac 2014 prazdnych diagonél (bez vyfarbeného policka). Teda
niekde je posledné prazdna diagonala. Zvolme N také, aby bolo za koncom poslednej
prazdnej diagondly. Nech P je pocet prazdnych diagonal (t.j. 0 £ P < 2014), potom
zvolme b= P +1 (1 £ b < 2015). Teraz ukdZzeme, ze pre kazdé n > m = N plati

—1007* < ) a; — b = 10077,

j=m+1

Pozrime sa na tsek stipcov od m + 1 do n vratane (dalej len tisek [m + 1,7n]). Do tohto
useku zasahuje n — m + 2014 diagonal a mame tam n — m vyfarbenych policok a teda
2014 diagonal, v ktorych v tomto tseku ni¢ nie je. Kedze v tejto ¢asti tabulky uz nie
su prazdne diagondly, vSetkych tychto 2014 prazdnych diagonal musi byt pri zadiatku
alebo konci tohto tseku.

Vyfarbené policka v nasom tuseku teraz preusporiadame tak, aby sa s nimi lepSie
pracovalo, ale tak, aby sa sacet a,,4+1 + ama2 + ... + a, v dokazovanej nerovnosti
nezmenil. Ak ndjdeme dvojicu a; > a;41, tak prehodenim vyfarbenych poli¢ok podla
obr. 7 sa sucet a; + a;11 zachova, ale nerovnost sa zmeni na a; < a;41. VSimnime si aj
to, ze prehadzované vyfarbené policka sa pohybuji po svojich diagonalach.
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Obr. 7

Tymto postupom zabezpecime, ze postupnost vyfarbenych policok (a teda aj
hodnét) a; bude neklesajtca; napriklad ako na obr. 8.

s

Obr. 8

NavysSe preusporiadanie do neklesajicej postupnosti mé dalsiu uzitoéna vlast-
nost (V): ak pre nejaké i je a;11 = a; +d (pre neklesajicu postupnost je zrejme d = 0),
tak medzi polickami (i, a;) a (i+1,a;41) je presne d prazdnych diagonal. Inak povedané,
ak medzi polickami (i,a;) a (i + 1,a;41) nie st prazdne diagondly, tak a;11 = a;.

Oznac¢me teraz trojuholnik (s odvesnami dlhymi 2015 policok) na zaciatku tseku
[x + 1,y], ktory je tvoreny netplnymi diagonalami (ich lavé konce lezia pred naSim
usekom) ako Tavy trojuholnik LT(z 4+ 1) a podobne ten na jeho konci ako pravy
trojuholnik PT(y) (argument v zatvorke zodpoveda stipcu, v ktorom je vrchol pri
pravom uhle trojuholnika), poz. obr. 9.

Obr.9

Preusporiadajme tsek [1,m] (prvych m > N stlpcov tabulky) podobne ako sme to
urobili s tsekom [m + 1,n]. Do tychto m stipcov zasahuje m + 2014 diagonél, navyse
P 7 nich je prazdnych. Pouzitim vlastnosti (V) teraz vieme, Ze vyfarbené policka buda
pred pretnutim PT(m) vo vyske P + 1. Preto v PT(m) musi byt presne (2014 — P)
vyfarbenych policok (kazdy zo stlpcov v tseku [m — (2014 — P), m] obsahuje prave jedno
vyfarbené poli¢ko vo vyske aspont P+ 1). Nasledne v LT (m + 1) je presne P prazdnych
diagonal a to znamena, ze vyfarbené policka medzi LT (m + 1) a PT(n) st vo vyske
P +1=0»a preto

n m—+2015—P n—2014+P n
Z aj—b: Z aj—b + Z 0 + Z Clj—b (1)
j=m+1 j=m+1 j=m+2015—P j=n—2014+P
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Prva zatvorka (zodpovedajica LT (m + 1)) sa d4 odhadnut, pretoze

1S ami1 S @my2 S oo S Gmg2015-p = P+ 1 =0,

z ¢oho
m+2015—P m—+2015—P
~1007 £ —P(2014—P) < > -P=< Y a;—bZ0, (2)
j=m+1 j=m+1

pri¢om v prvej nerovnosti sme vyuzili AG-nerovnost pre 0 < P = b—1 < 2014. Podobne

dostaneme
n

> a;— b= P(2014 - P) £ 10077, (3)
j=n—2014+P

o
I

¢o sme potrebovali. Spojenim nerovnosti (1), (2) a (3) je dokaz hotovy:.
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