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2016/2017 Riesenia uloh IMO
1. Pre dané cel€ cislo ag > 1 definujeme postupnost ag, a1, as, ... tak, Ze pre vsetky
n = 0 plati

an + 3 inak.

Van, ak /a, je celé ¢islo,
Anp4+1 =

Urcte vsetky hodnoty aqg, pre ktoré existuje také cislo A, Ze pre nekonecéne vela indexov
n plati a,, = A. (Juzna Afrika)

RieSenie. RieSenie rozdelime na niekolko cGasti. Najprv predpokladajme, ze 3 | a;.
Indukciou dokazeme, ze potom aj kazdy dalsi ¢len je delitelny 3: Ak 3 | a,, tak
3| an + 3. A tak isto ak a, je Stvorec a 3 | a,, tak aj 3 | \/a,.

ze 9k®> > a;. Indukciou lahko dokdZeme, ze a, < 9k2 pre vsetky m. Totiz pre prvy
¢len to plati, a ak a, < 9k2, tak dostavame, Ze a,+1 < a, + 3 < 9k2, pretoze a, je
delitelné 3. No a v pripade, ze a, = 9%2, je a,4+1 = 3k < 9k%, &m je dokaz indukciou
ukonceny.

To ale znamena, ze nasa postupnost je ohrani¢ené — a nachadza sa v nej len konec¢ne
vela roznych hodnot, a preto aspori jedna z nich sa v nej musi vyskytovat nekonecne
velakréat.

Teraz predpokladajme, Ze a; nie je delitelné 3. Najprv predpokladajme, Ze a,, = 2
(mod 3) pre nejaky index n. Kedze ziadna druha mocnina nedava zvysok 2 po deleni 3,
rastiica. Preto nebude existovat ¢islo, ktoré je v danej postupnosti nekonecne velakrat.

Teraz ukazeme, Ze ak a; nie je delitelné 3, tak existuje taky index n, pre ktory
bude a,, = 2 (mod 3). V pripade, Zze a; = 2 (mod 3), médme tvrdenie dokdzané hned.
Tiez to plati pre a; = 4, nakolko dostédvame ay = 2, takze to plati pre a; < 4. Dalej to
dokézeme indukciou. Nech tvrdenie plati pre vSetky a1 < 3k+ 1. DokaZeme, Ze tvrdenie
plati aj pre vSetky a1 < 3k +4. Zrejme jediny zaujimavy pripad je a; = 3k + 4, nakolko
pre a; = 3k + 2 to je trivialne.

Postupnost bude stéle rast o 3, az kym ,nenarazi“ na nejaky Stvorec. Vieme, Ze
3k+4 < (3k+1)? & 9k?+3k > 3, kedZe k = 1. A kedZe postupnost nadobtida postupne
vsetky ¢isla so zvySkom 1 po deleni 3 az kym nenarazi na $tvorec, je jasné, Ze ked narazi
na Stvorec, tak to bude $tvorec ¢isla, ktoré nie je delitelné 3 a ktoré je nanajvys 3k + 1.
A zaroven cely cas plati, ze a,, > 1, lebo ak a,, > 1, tak aj y/a,, > 1. To znamen4, ze
existuje nejaky index m, pre ktory je 1 < a,,, < 3k+1 a 31 a,,. Teraz uz len vyuzijeme
indukény predpoklad a dostavame, ze tvrdenie plati aj pre a; = 3k + 4.

Ked to zhrnieme, dostavame, Ze ak 3 t a;, tak postupnost bude od istého ¢lena
rastica, a preto tvrdenie neplati. Naopak pre vSetky a; delitelné 3 mame dokdzani
platnost tvrdenia. Zaver je ten, Ze vyhovuju prave tie aq, ktoré su delitelné 3.

2. Oznacme R mnozinu redlnych cisel. Urcte vsetky funkcie f: R — R také, Ze pre vsetky
realne c¢isla x a y plati

F@) ) + flx+y) = fley).
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(Albénsko)

Riesenie. Dosadme do rovnosti zo zadania také x, y, pre ktoré plati zy = = + v, ¢ize
y =xz/(x — 1). Dostaneme

f <f(a:)f (:c:)) —0  pre vietky z # 1. (1)

V pripade, ze f(x) = 0 pre nejaké = # 1, zo vztahu (1) dostavame, ze aj f(0) = 0.
Potom po dosadeni [0, y] médme f(y) = 0 pre vSetky redlne y. Skuskou lahko overime, ze
tato funkcia vyhovuje. Dalej mozeme predpokladat, ze f(x) # 0 pre x # 1. Na druhe;
strane z (1) vidime, Ze nasa funkcia nejaky nulovy bod mé (v bodoch f(x) f(x/(x — 1))).
To znamend, Ze nulova hodnota funkcie f musi byt prave v bode 1, ¢ize f(1) = 0.

Po dosadeni z = 0 do (1) mdme f(f(0)?) = 0, ¢ize nutne f(0)?> = 1. Navyse si
mozeme vSimnut, zZe ak vyhovuje funkcia f, tak vyhovuje aj funkcia — f. Preto mozeme
bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze f(0) = —1.

Teraz mozeme dosadit [x, 1], dostaneme

14 fa+1) = f(a). 2)
Z toho indukciou Tahko ukazeme, ze f(n) = n — 1 pre vSetky celé ¢isla n.

Nésledne ukazeme, ze funkcia f je prostd. Predpokladajme, ze f(a) = f(b) pre
nejaké a # b. Z (2) vyplyva, Ze potom aj f(a + N +1) = f(b+ N) + 1 pre lubovolné
prirodzené ¢islo N. Zvolime xq, yo tak, aby zo +yo = a+ N +1 a 2gyo = b+ N. Podla
Vietovych vzfahov st hladané z, yo rieSenia kvadratickej rovnice 22 — (a + N)x +
+ (b+ N) = 0. TA ma dve reédlne rieSenia, ak jej diskriminant je kladny, t.j. ak
(a+ N +1)2 +4b — 4N > 0. Je jasné, Ze nie je problém zvolit dostato¢ne velké N
tak, aby to platilo, staci zjavne N > —b.

Po dosadeni [zg,yo] do rovnosti zo zadania dostaneme, ze f(f(zo)f(y0)) = —1.
Kedze jediny bod, v ktorom sa nadobtda funkéna hodnota 0, je 1, zo vztahu (2) vyplyva,
ze jediny bod, v ktorom sa nadobtda funkénd hodnota —1, je 0. Preto f(zo)f(yo) = 0,
¢ize bud f(zg) = 0, alebo f(yo) = 0. Bez ujmy na vSeobecnosti f(zo) = 0, a preto
xo = 1. To ale znamend, ze a+ N +1=yg+1a b+ N = yo, ¢ize a = b, ¢o je spor.
Preto je funkcia f prosta.

Teraz dosadme do rovnosti zo zadania [t, —t]. Postupne s vyuzitim (2) a prostosti
dostavame

FUF@R (=) =1 = f(—1?),
U@ (1) = fF(=t* + 1),
F@O)f(—t) = —t* + 1.
Dalej dosadime [t,1 — t] a mame s vyuzitim prostosti a (2)
FUFRFL—1) = f(t— ),
fOfQ-t) =t
FOf(=t) + f(t) =t %
Porovnanim ostatnych dvoch vztahov dostavame f(t) = ¢t — 1 pre vSetky reélne ¢.
Nezabudnime na to, Ze sme na zacdiatku predpokladali, ze f(0) je zadporné. Preto
dostdavame dalsie dve rieSenia, a to f(z) = z — 1 a f(z) = 1 — z. Sktskou overime,
ze aj tieto vyhovuju.
Odpoved. Vyhovujuce funkcie st f(z) =z —1, f(z) =1—x a f(z) =0.



3. Polovnik a neviditelny zajac hraji hru v euklidovskej rovine. Zajacova pociatocnd
poloha Ag a polovnikova pociatoénd poloha By su zhodné. Po n — 1 koldch sa zajac
nachddza v bode A,_1 a polovnik v bode B,,_1. V n-tom kole sa postupne udeji tieto
tri veci:
i) Zajac sa neviditelne presunie do bodu A,, pricom vzdialenost medzi A,_1
a A, je presne 1.
it) Sledovacie zariadenie ukdze polovnikovi bod P,,. Jedind zdruka, ktord sledova-
cie zariadenie polovnikovi poskytuje, je, Ze vzdialenost medzi bodmi P, a A,
je nanajvys 1.
i11) Polovnik sa viditelne presunie do bodu B,, pricom vzdialenost medzi B, _1
a B,, je presne 1.
Dokaze polovnik vidy (t.j. bez ohladu na to, ako sa presiva zajac a bez ohladu na to,
aké body ukazuje sledovacie zariadenie) volit svoje tahy tak, Ze po 10° koldch md istotu,
Ze vzdialenost medzi nim a zajacom je manajvys 1007 (Rakusko)

Riesenie. Keby bola odpoved ,ano“, tak by mal polovnik stratégiu, ktora funguje
bez ohladu na to, ako sa zajac hybe a ¢o ukazuje sledovacie zariadenie. My ukéZeme
opak. Ukazeme, Ze ak ma polovnik smolu na to, ¢o mu ukéze sledovacie zariadenie, tak
neexistuje stratégia, ktorda mu zabezpedi, Ze bude po 10° koldch vzdialeny od zajaca
najviac 100.

Oznac¢me d,, vzdialenost medzi zajacom a polovnikom po n kolach. Ak sa niekedy
stane, ze d,, = 100 pre n < 109, tak zajac vie lahko ttto vzdialenost zachovat. Staci,
ak sa vzdy posunie o 1 smerom od polovnika. Polovnik tato vzdialenost potom nevie
zmensit a zajac vyhra.

Ukéazeme, ze ak d, < 100, tak bez ohladu na to, aku stratégiu mé polovnik, zajac
ukazuje $tastne v prospech zajaca). Tymto sposobom dosiahne d? hodnotu 10000 za
4-10° < 10 kol a zajac vyhra.

Predpokladajme, Ze polovnik je v bode B,, a zajac v bode A,,. Zajac sa rozhodne
v tomto momente polovnikovi ukézat. Tym samozrejme len situéciu polovnikovi ulahdi.
Nech r je priamka A, B,,. Zostrojime pravouhly trojuholnik A, ZY; s pravym uhlom
pri vrchole Z tak, ze Z lezi na polpriamke opac¢nej k A,, B,,. Navyse nech |A,Y;| = 200
a |ZY1| = 1. Dalej nech Y3 je obraz Y; v stredovej simernosti podla Z ako na obr. 1.

Obr. 1



Zajacov plan je velmi jednoduchy: Zvoli si jeden z bodov Y7 a Y5 a skidce 200 kol
rovno k nemu. Ak bude mat polovnik smolu, tak sledovacie zariadenie ukaze vzdy bod
na priamke 7, ktord je kolmé projekcia zajacovej polohy na priamku. To znamena, ze
po 200 kolach ukéaze bod Z.

Co méze polovnik robit? Méze sa posunif o 200 po priamke r do bodu B’. Tak sa
polovnik nevie urobif nié¢ lepsie. Vzdy totiz skon¢i niekde ,nalavo“ od bodu B’. Ak sa
dostane nad priamku r, tak moze mat smolu, Ze si zajac vybral bod Y3, ktory je pod
priamkou r a uréite jeho vzdialenost bude viiésia ako dizka tsecky B’Y;. Ak skonéi pod
priamkou r, tak mohol mat smolu, Ze zajac je v bode Y;. Skratka, bez ohladu na to, ¢o
spravi, moze mat smolu a zajac sa vzdiali na aspon |B'Y1| = |B'Ys| = y.

Teraz sktisime odhadnif y2. Vieme, ze |A,B,| = d,. Nech A’ je taky bod na
polpriamke A, 7, ze |A, A’| = 200 a ozna¢me ¢ = |ZA'|. Zrejme |A’B’| = d,,. Potom

v =1+ |BZ)>=1+(d, —¢)°.
Vieme tiez, ze

1 1
e=200—|A4,Z|> =200 — /2002 — 1 = > .
| | 200 + /2002 — 1 ~ 400

Z vyjadrenia pre ¢ Iahko zistime, Ze € je riesenie kvadratickej rovnice 22 — 400z +1 = 0,
a teda €2 + 1 = 400s. Potom

y?> =14 d? — 2d,e +&* = d2 + £(400 — 2d,,).
Kedze € > 1/400 a predpokladali sme, Ze d,, < 100, mame y* > d? + % To znamena, ze

sme ukazali, Ze bez ohladu na to, akd stratégiu méa polovnik, sa moze stat, ze d2 | 559 >
> d? + % Preto zajac vyhra.

4. Na kruznici Q) su dané dva rozne body R a S, pricom RS nie je jej priemerom.
Oznacme | dotycnicu kruznice €2 v bode R. Nech T je taky bod, Ze S je stredom
usecky RT'. Na kratsom obliku RS kruznice (1 je zvoleny bod J tak, Ze kruznica T’
opisand trojuholniku JST pretina priamku | v dvoch roznych bodoch. Oznacme A ten
priesecnik I s I, ktory je blizsie k bodu R. Priamka AJ pretina kruznicu Q0 v bode K
(K # J). Dokdzte, Ze priamka KT je dotycnicou kruznice I'. (Luxembursko)

RieSenie. Z obvodovych uhlov na kruzniciach Q a I' mame [{KRS| = |LKJS| =
= |{LATS)|. Na druhej strane RA je dotyc¢nica k 2 a z tisekového uhla méme rovnost
|£SKR| = |4SRA]|. Preto st trojuholniky ART a SK R podobné podla vety uu (obr. 2)
a plati

|[RT|  |AT|  |AT|

|[RK| — |SR| — |ST|
Vyuzili sme, ze |SR| = |ST|. Z rovnosti, ktort sme dostali a vztahu |[{SKR| = [{SRA|
vyplyva, Ze trojuholniky AST a T KR st podobné podla vety sus. Z tejto podobnosti

mame rovnost |{SAT| = |{KTR)|. A z toho vyplyva, ze KT je doty¢nica kuI' v bode T
¢o sme cheeli dokazat.




Obr. 2

5. Dané je celé ¢islo N = 2. Skupina N(N+1) futbalistov, z ktorych Ziadni dvaja nemaji
rovnaki vysku, stoji v rade. Tréner Jan chce odstranit N(N — 1) futbalistov z tohto
radu tak, aby novy rad pozostdvajici zo zvysnych 2N futbalistov splrial nasledovnijch
N podmienok:

1) nikto nestoji medzi dvoma najvyssimi futbalistams,

2) nikto nestoji medzi tretim a Stvrtym najvyssim futbalistom,

N) nikto nestoji medzi dvoma najnizsimi futbalistami.
Dokazte, Ze je to vidy mozné. (Rusko)

Riesenie. Rozdelime rad do N blokov tak, ze v kazdom bloku je N + 1 za sebou
stojacich Iudi. UkaZeme, Ze mdZzeme z kazdého bloku odstranit N — 1 Tudi tak, aby sme
splnili podmienky.

Najprv vysky jednotlivych Iudi ddme do tabulky (N + 1) x N tak, Ze do prvého
stipca dame vysky Iudi z prvého bloku, ale zoradime ich od najvic¢Sej po najmensiu.
Vseobecne do i-teho stipca ddme vysky Iudi z i-teho bloku, zoradené od najviicsej po
najmensiu.

Nésledne budeme vymienat stipce nasledujicim spdsobom: Najprv si vyberieme
stlpec, ktorého ¢islo v druhom riadku je najvicsie. Tento stipec dame tplne nalavo.
Potom zo zvysnygch stlpcov vyberieme ten, ktorého tretie ¢islo je najvicsie, ten bude
druhy zlava, atd. Vseobecne ako k-ty stipec zlava dame ten, ktory méa na pozicii k + 1
zo zvysnych stipcov najvicsie &islo.

Dostaneme tak nasledujicu tabulku:

L1,1 T2 x1,3 e L1,N-1 T1,N
Vv V V V vV
T2 1 > 232 T2.3 e To N-1 To N
V A\ V V V
3,1 T3, 2 > x33 ... T3,N-1 T3,N
V V Vv V V
V V V V V
TN,1 TN,2 N3 ... EIN,N—1 > TN,N
V V V V Vv
TN41,1 TN41,2 IN+1,3 -+« IN4I,N-1 TN+1,N



Teraz vyberieme tych Iudi, ktorych vysky su v tabulke zndzornené tuéne. Vdaka tomu,
ako sme usporiadali stipce, ich méame zoradenych tak, ako nazna¢uji znamienka. Vi-
dime, 7e dvojica s poradiami 2k — 1 a 2k je v jednom stipci. No v kazdom stipci si
stale fudia z jedného bloku, a kedze sme z kazdého stipca vybrali len dvoch Tudi, medzi
nimi nikto nie je. To znamend, ze tento vyber vyhovuje podmienkam a méme to, ¢o
sme chceli.

6. Usporiadand dvojica celych cisel (x,y) sa nazgva primitivny mrezovy bod, ked naj-
vicsi spolocny delitel ¢isel x a y je 1. Dokdzte, Ze pre lubovolni konecni mnoZinu S
primitivnych mreZovych bodov existuje kladné celé c¢islo n a celé cisla ag, a1, ..., a,
také, Ze pre vsetky (x,y) z S plati

aox™ + a1z Yy +asx" 2y + - Fan_1zy™ L any” = 1.

(USA)
RieSenie. Oznacme (z1,v1), (x2,¥2), - -, (Tk, yx) jednotlivé body mnoziny S. Tvrdenie
dokazeme indukciou vzhladom na k. Pre k& = 0 je to trividlne, vyhovuje Tubovolny

polyném, napr. P(z,y) = x + y.

Dalej predpokladajme, Ze pre k—1 tvrdenie plati. UkdZeme, Ze plati aj pre k. Najprv
ukazeme, ze mdzeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze (zx,yxr) = (1,0). Ak
totiz ulohu vyrieSime pre tento pripad, tak nasledujicim sposobom ju vieme vyrie§it aj
v ostatnych pripadoch:

KedZe st xj, a y; nesudelitelné, tak existuju celé ¢isla ¢, d také, ze cxy + dyp = 1.
Polozme p; = cx; +dy; a q¢; = —ypx; + xry; pre vietky 1 < ¢ < n. VSimnime si, Ze plati
(pk,qr) = (1,0). Predpokladajme, ze D | p;, D | q; pre nejaké 1 < i < n. Kedze plati

ykpi + aqi = ayrx; + byky; — yraz; + axky; = (byx + axk)y; = yi,

nutne D | y;. Na druhej strane xyp; —bg; = x;, a preto D | x;. My vSak vieme, Ze z; a y;
st nesudelitelné, preto nutne D | 1. Z toho vSak vyplyva, Ze aj p;, ¢; st nesudelitelné.

Nasu ulohu s bodmi (x;,y;) sme tak previedli na tlohu s bodmi (p;,q;), kde
posledny bod je (1,0). A ak tento problém vieme vyriesit, tak mame polyném P(p, q)
taky, ze P(p;,q;) = 0. Teraz je jednoduché kazdy vyskyt p v tom polynéme nahradit
cr + dy a kazdy vyskyt ¢ nahradif —yiz + x,y. Dostaneme tak urcéite homogénny
polyném

Q(z,y) = Plex + dy, —ypx + 1Y),

ktory mé zrejme vSetky koeficienty celoéiselné a plati Q(z;,y;) = P(pi,q;) = 1, ¢im je
problém vyrieSeny.

Vratme sa naspit k indukcii a predpokladajme, ze (xk,yr) = (1,0). Vieme, ze
z indukéného predpokladu méme polyném

P(z,y) = apz™ + a12" 'y + ... + a,y"
taky, ze P(x;,y;) =1 pre vSetky 1 < i < k — 1. Oznacme
Qz,y) = (y1z — 21Y) (Y22 — 2Y) - .. (Yo—1% — Th—1Y)-

Zjavne Q(x;,y;) = 0 pre vSetky 1 =i < k — 1.
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V $pecidlnom pripade, ked plati y; = 0 pre nejaké 1 < i < k — 1, mame |ag| =
= 1. Lahko overime, Ze v tomto $pecidlnom pripade polyném P(z,y)? vyhovuje. Inak
budeme nas polyném hladat v tvare

R(x,y) = P(:c,y)l — Mx”l_kHQ(x, Y),

kde I, M st celé ¢isla, [ = 1. Zjavne R(x;,y;) = 1 pre vSetky 1 < i £ k— 1. Potrebujeme
len zariadit, aby R(1,0) = 1. Ak vSak vyjadrime R(1,0), dostavame

R(1,0) = aé — My1ys ... Yr_1.

Vidime, Ze potrebujeme néjst také [, aby al, = 1 (mod y1%s . .. yr_1). Potom uz trivialne
zvolime vhodné M. My vieme, zZe to plati pre

l=o(y2. - Yp—1)

za predpokladu, Ze ag a Y192 . .. yx—1 st nestudelitelné. Avsak keby platilo D | ag, D | y;
pre nejaké i, tak by platilo aj D | P(x;,y;) = 1. To znamena, Ze ag a y; st nesudelitelné
pre vSetky 1 < i < k — 1, a preto je ag nesudelitelné aj s ich stc¢inom. To znamena,
Ze naozaj mozeme zvolit | = ©(y1y2...ykr—1) a ndjdeme hladany polyném R. Tym je
dokaz indukciou ukonceny.



