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67.roc¢nik Matematickej olympiady
2017/2018 Riesenia tloh IMO

1. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s opisanou kruznicou I'. Vnitri stran AB a AC
lezia postupne body D a E, pricom |AD| = |AE|. Osi useciek BD a CE pretinaji
kratsie obluky AB a AC kruznice I' postupne v bodoch F a G. Dokazte, Ze priamky DE
a FG su rovnobezné (alebo totozné). (Grécko)

RieSenie. KedZze F' lezi na osi BD, trojuholnik BF' D je rovnoramenny. Oznaéme K
druhy priese¢nik priamky F'D s I'. Z obvodového uhla nad tetivou AF dostaneme
|{AKF| = |{ABF|, a kedze |{ABF| = |{BDF|, trojuholnik AK D je rovnoramenny
(obr.1). Z toho mame |AD| = |AK]|, a kedZze tiez |AD| = |AE|, A je stred kruZznice
opisanej trojuholniku DEK.

Ozna¢me |£ K DE| = . Uloha bude dokonéena, ak dokidZeme, 7e |4 K FG| = ¢, ¢o
je ekvivalentné s |[{KAG| = . Z vety o obvodom a stredovom uhle plati [{FAK| =
= 2¢p, takze staci dokazat, ze AG je os L FAK, teda os tisecky FK. Kedze G z definicie
lezi na osi usecky EC, staci dokazat, ze G je stredom kruznice opisanej trojuholniku
KEC.

Obr. 1 Obr. 2

Z obvodového uhla nad tetivou CK méame | KGC| = 180° — 2¢. Dalej z rovno-
ramennosti AKE mame |[{KFEA| = 90° — ¢, takze |[{KEC| = 90° + . Oznac¢me G’
stred kruznice opisanej trojuholniku K EC'. Z vety o obvodom a stredovom uhle plati
ILKG'C| =2 - (180° — |[{KEC|) = 2 (180° — (90° + ¢)) = 180° — 2, takse G’ lez
na I' na obliku KC neobsahujicom B. Kedze G’ lezi aj na osi EC, nutne G = G’, ¢o
stacilo dokazat.

Pozndmka. Po definovani K a dokéazani, ze |AK| = |AD| (= |AE|) je mozné tlohu
dokon¢it aj inak. Ak definujeme L ako druhy priese¢nik GE a I' (obr. 2), tak analogicky
ako K aj L lez{ na kruznici so stredom A a polomerom |AD|. Stvoruholnik KEDL je
teda tetivovy, takze spolu mame

|{GFK|=|{GLK| = |{ELK| = |{EDK],
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¢o je ekvivalentné s dokazovanou rovnobeznostou.

Iné riesenie. Oznacme O stred I' a M, N postupne stredy oblukov AB a AC neob-
sahujucich C' a B (obr.3). Vzdialenost d medzi OM a osou o; usecky BD je rovné
2|AB| — $|BD| = 1|AD], takze je rovnaké ako vzdialenost ON a osi o tisecky CE.
To znamena, ze rovnoramenny lichobeznik s vrcholmi na I' uréeny priamkami OM a o
je zhodny s rovnoramennym lichobeznikom s vrcholmi na I' uréenym priamkami ON
a 09. Z toho méame, ze obluky M F a NG st rovnako dlhé. Z toho vyplyva F'G || MN,
takze staci dokdzat M N || DE.

Oznac¢me P stred obluka BC' neobsahujuceho A. Potom je AP os uhla {DAFE
a z rovnoramennosti ADFE plati AP 1 DE. Staci teda dokdzat AP L M N. Uhol medzi
tetivami AP a MN je vSak rovny!

(AB) 4+ (BC) + (CA)

(MP) + (NA) = (MB) + (BP) + (NA) = .

= 90°,

¢o bolo treba dokizaf.

P
Obr. 3 Obr. 4

Iné rieSenie. Nech P, () st postupne priese¢niky priamky F'G s priamkami AB,
AC. Oznaéme F’ a G’ také body, ze AF'FB a AG'GC st rovnoramenné lichobezniky
(obr.4). Body F’ a G’ zrejme lezia na I'. Tiez plati

|{F'AD| = |{ABF| = |{DBF| = |{FDB|,

z ¢oho vyplyva AF’ || DF. Stvoruholnik AF'FD je teda rovnobeznik. Analogicky
AG'GE je rovnobeznik. Plati teda |F'F| = |AD| = |AE| = |G'G|. Stvoruholnik
F'FGG' je teda rovnoramenny lichobeznik, takze |{F'FG| = |{G'GF|. Vdaka rov-
nobeznostiam F'F || AP a G'G || AQ to znamena |{APQ| = |£AQP|. Trojuholniky
APQ, ADE su teda oba rovnoramenné, z ¢oho uz zrejme vyplyva PQ || DE.

1 (XY) oznacuje velkost obvodového uhla prislichajiceho obliku XY zapisaného proti smeru hodi-
novych rudi¢iek. Pouzivame tvrdenie, ze ak mame body X, X', Y, Y’ na kruznici v tomto poradi,
tak uhol medzi tetivami XY a XX’ je rovny (XX') + (YY").
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2. Ndjdite vsetky cel€ ¢isla n = 3, pre ktoré existuju redlne ¢isla a1, as, ..., apio také,
Ze Gpt1 = Q1, Gni2 = A2 @
a;a;y1+1=a;42

prei=1,2,...,n. (Patrik Bak, Slovensko)

RieSenie. Pre pohodlnejsie vyjadrovanie rozsirme postupnost ai,...,a,12 na neko-
neénu periodicktl postupnost s periédou n (nie nutne najkratsou).

Ak postupnost obsahuje dva kladné ¢leny a;, a;y1, tak a;102 = a;a;11+1 > 1, takze
dalsi ¢len je taktiez kladny, a navySe vicsi ako 1. Z indukcie teda vyplyva, Ze vSetky
¢leny su kladné a vicsie ako 1. AvSak potom a;10 = a;a;01 +1 21 a;01+1 > a;1
pre kazdy index 7, ¢o je nemozné, kedze nasa postupnost je periodicka.

Ak postupnost obsahuje ¢islo 0, teda ak a; = 0 pre nejaky index i, tak ¢isla a;,1 =
=a;—10; + 1 a a;42 = a;a;41 + 1 st obe rovné 1, takze ide o dva po sebe idice kladné
¢leny postupnosti, ¢o sme uz vylacili.

Vsimnime si, Ze po dvoch zapornych ¢lenoch musi nasledovat kladny ¢len: ak plati
a; < 0 a a4 <0, tak a;42 = a;a;41 +1 > 1 > 0. Zhrnutim tohto pozorovania
a predoslych tvah mame, ze kazdy kladny c¢len je nasledovany jednym alebo dvoma
zapornymi ¢lenmi a nasledne kladnym ¢lenom.

Uvéazme najprv pripad, kedy ziaden kladny clen nie je nasledovany dvoma zapor-
nymi. V tom pripade sa teda kladné a zaporné c¢leny striedaju. Takze, ak a; < 0, tak
aiy1 > 0, a;42 < 0, a;43 > 0 (a tak dalej). VSimnime si, Ze a;a;41 + 1 = @52 < 0 <
< ajy3 = a;110;12+1. Kedze a; 1 > 0, mame a; < a;y2. Z toho mame, Ze zadporné ¢leny
tvoria rasttiicu postupnost a; < a;12 < aj14 < ..., €0 nie je mozné, kedze postupnost je
periodicka.

Jediny zostavajuci pripad je, Ze postupnost obsahuje dva po sebe idice zaporné
¢leny. Predpokladajme, ze a; a a;+1 st zaporné; potom a;12 = a;a;,41 +1 > 1 > 0.
Cislo a;+3 teda musi byt zaporné. Plati a;14 = a;420;43 +1 <1 < a;a;01 +1 = a;4o.
S tymto pozorovanim dalej méame

Qiys5 — Qipa = (@i+30i4a + 1) — (ai420i43 + 1) = ai13(Ai44 — ai42) > 0,

takze a;15 > a;14. KedZe najviac jedno z ¢isel a;i4, a;+5 moze byt kladné, nutne
¢islo a; 4 musi byt zaporné.

Dokazali sme, ze ¢isla a;, a;+1, a;+2, ktoré sit postupne zaporné, zdporné a kladné,
st nutne nasledované cislami a;4+3, a;t14, a;t5, ktoré st taktiez postupne zaporné,
zaporné a kladné. V dal§ich troch ¢lenoch sa nutne musi zopakovat tento vzor. Z toho
uz vidiet, Ze n je nutne delitelné 3.

Na druhej strane, pre n delitelné 3 je (a1,a2,as,...) = (-1,—-1,2,—1 —1,2,...)
zrejmym rieSenim. Plati teda, Ze vSetky vyhovujice ¢isla n s ¢isla delitelné tromi.

Iné riesenie. Dokéazeme, Ze najkratsia periéda postupnosti ay,as,as,... je rovna 3.
Cisla a1, as . .., a, nemozu byt vietky navzajom rovné, kedze rovnica 2 + 1 = = nema
realne rieSenie. Najkratsia peridda teda nemdze byt 1.

Aplikovanim rekurentného vztahu pre 7 a ¢ + 1 dostavame

(aiv2 — 1)ait2 = ajai410542 = a;(ai43 — 1), takze

2
ai_|_2 — a¢a¢+3 = ai+2 — Q;.
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S¢itanim tychto vztahov pre i = 1,2,...,n a nasobenim dvomi dostidvame

n

Z(ai — ai+3)2 =0.

=1

To dokazuje, Ze a; = a;13 pre kazdy index i, takze postupnost aj, as, ... je naozaj
periodické s periédou 3. Kedze najkratSia periéda nemoze byt 1, je nutne 3, z ¢oho uz
plynie, Ze n je nutne delitelné tromi.

Poznamka. VyrieSenim sastavy ab+ 1 = ¢, bc + 1 = a, ca + 1 = b zistime, Ze rieSenie
(—1,—1,2) sa opakuje vo vSetkych postupnostiach spliiajicich zadanie.

3. Rownostranni trojuholnikovi tabulku ¢isel nazgvame antipascalov trojuholnik, ked
kazdé cislo okrem cisel v spodnom riadku je rovné absolutnej hodnote rozdielu dvoch
¢isel nachddzajicich sa bezprostredne pod nim. Napriklad nasledujica tabulka je an-
tipascalovym trojuholnikom so styrmi riadkami, ktory obsahuje kaZdé celé cislo od 1

do 10:

8 3 10 9

Rozhodnite, ¢i existuje antipascalov trojuholnik s 2018 riadkamsi, ktory obsahuje kaZdé
celé ¢islo od 1 do 142+ ...+ 2018. (Irén)

Riesenie. Dokazeme, ze taky antipascalov trojuholnik neexistuje. Nech T' je antipas-
calov trojuholnik obsahujuci kazdé ¢islo od 1 do 1+ 2+ ...+ n a nech a; je najvyssie
polozené ¢islo v T' (obr.5). Dve ¢isla pod a; oznaéme as a bo = aj + az, dve ¢isla pod
by ozna¢me a3 a bs = aq + as + az, a tak dalej az po posledny riadok, kde médme nejaké
an a b, =ay+as+ ...+ ay, ktoré st susedmi pod ¢islom b,,_1 = a1 +as+ ... +a,_1.
Kedze aq,as9,...,a, je n navzajom réznych prirodzenych éisel ktorych stcet (rovny by,)
neprevysuje najvacsie ¢islo v T rovné 1 + 2 + ... + n, nutne ide o nejaké poradie ¢isel
1,2,...,n.

Obr. 6



Uvazme teraz dva ,rovnostranné“ podtrojuholniky 7', ktorych spodny riadok ob-
sahuje ¢isla nalavo, respektive napravo od dvojice a,, b, (obr.6). (Jeden z nich mo6ze
byt prézdny.) Aspoii jeden z nich, napriklad 7', mé stranu dizky I = [(n — 2)/2].
KedZe T" mé tiez antipascalovsku vlastnost, obsahuje [ navzajom roznych prirodzenych

Cisel af, ab, ..., a;, kde af je vrchol a ¢isla a) a b, = a} + a5+ ...+ a), st dvaja susedia
pod b,_, pre kazdé k = 2,3,...,l. Kedze vSetky aj lezia mimo 7" a tvoria poradie
1,2,...,n, vietky a), st vicsie ako n. Z toho vyplyva

b >
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¢o je viac ako 1 +2+ ... +n = n(n + 1)/2 pre n = 2018. Pozadovany antipascalov
trojuholnik teda naozaj neexistuje.

Pozndmka. Horny odhad sa da vylepsit vdaka pozorovaniu, ze b) # b,. To znamena
n(n+1)/2 = b, > b =2 [(n—2)/2](2n + [(n — 2)/2] + 1)/2, z ¢oho sa da odvodit
n < 7 pre neparne n a n < 12 pre parne n. Zd4 sa, ze najvicsi antipascalov trojuholnik,
ktorého prvky st v nejakom poradi prirodzené ¢isla od 1 do 1+2+...4n, ma 5 riadkov.

4. Nazyvajme poziciou kazdy bod roviny so suradnicami (x,y) takymi, Ze x aj y st
kladné celé ¢isla mensie alebo rovné 20. Na zaciatku je kazda zo 400 pozicii volnd. Anna
a Boris sa striedaji v ukladani kameriov, pricom zac¢ina Anna. Anna vo svojom tahu
poloZi novy cerveny kamen na volni poziciu vidy tak, aby vzdialenost medzi kaZdym:i
dvoma poziciami obsadenymi cervenymi kamerimi bola rézna od \/5. Boris vo svojom
tahu polozi novy modry kamen na lubovolni volni poziciu. (Pozicia obsadend modrym
kameriom maoze mat lubovolné vzdialenosti od ostatnych obsadenych pozicii.) Skoncia
vtedy, ked niektory z nich uz nemoze poloZit dalsi kameri. Ndjdite najvicsie K také, Ze
Anna dokdZe polozit aspori K cervenych kameriov bez ohladu na to, ako ukladd kamene
Boris. (Arménsko)

RieSenie. Dokazeme, Ze hladané K je rovné 100. Policka (z,y) a (2’,3) maja vzdiale-
nost /5 prave vtedy, ked st ¢isla |2 — 2| a |y — ¢/| rovné 1 a 2 v nejakom poradi. Inak
povedané, ked plati, Ze medzi tymito polickami existuje tah Sachového koria.

Uvazujme ofarbenie vSetkych poli¢ok Sachovnicovym sposobom tak, Ze lavy horny
roh je Cierny. Plati, ze vSetky dvojice poli¢ok vzdialenych tahom jazdca maji roznu
farbu. Z toho vyplyva, ze Anna moze ukladat svoje kamene na policka tej istej farby,
a nikdy sa nestane, ze urobi zakézany tah. Takychto poli¢ok je (20-20)/2 = 200 (z kazdej
farby), a kedZe sa s Borisom striedaju v fahoch, tak jej moze modrymi kamenmi
obsadif najviac 100 z tychto poli¢ok, takze v kazdom pripade vie Anna polozit aspon
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100 cervenych kamenov.
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Obr. 7 Obr. 8 Obr. 9

V dalsom kroku dokaZeme, Ze Boris vie zabezpecit, Ze Anna obsadi prinajlepSom
100 polic¢ok svojimi kamenmi. Jeho stratégia spociva v tom, ze si vSetky policka Sachov-
nice rozdeli do Stvoric policok A, B, C, D takych, Ze existuju tahy jazdcom v cykle
A—B—-C—D—A. Akonédhle Anna polozi svoj kamen na nejaké policko, napriklad A
(obr. 7), Borisovi sta¢i polozit kamen na zodpovedajuce ,protilahlé* policko, v nasom
priklade C. Tym zabezpeci, Zze z kazdej takejto Stvorice bude Anninymi kamenmi
obsadené najviac jedno poli¢ko. Z toho uz bude vyplyvat, Ze Anna celkovo poloZi najviac
100 svojich kamertov.

Pozadované rozdelenie na Stvorice pritom naozaj existuje. Najprv rozdelime Stvorec
4 x 4 na tieto Stvorice (obr.8). Uvazovany stvorec 20 x 20 nasledne rozdelime na 5 - 5
Stvorcov s rozmermi 4 x 4, v ktorych zopakujeme tento vzor (obr.9). Tym je teda tloha
dokoncend a vysledok je K = 100.

5. Nech aq,as,... je nekoneénd postupnost kladniych celych cisel. Predpokladajme, Ze
existuje celé ¢islo N > 1 také, Ze pre kazdé n = N je ¢islo
Gn—1 G

ai as
a2 as Qn ai

celé. Dokazte, Ze existuje kladné cel€ céislo M také, Ze an, = ami1 pre vietky m = M.
(Mongolsko)

Riesenie. (Podla Michala Stanika.) Vezmime Iubovolné prirodzené ¢islo i = N. Uva-
zZovany vyraz je celé ¢islo pre 7, ale aj pre ¢ +1 > N. Rozdiel tychto vyrazov je rovny

a a a;— a; a; a a Q;— a;
Di:<—1+—2+"'+ ¢ 1_|_ LI l+1)_(_1_|__2_|_..._|_ ¢ 1_|__Z):

az as a; i1 ai a2 as a; ai

2
a; n Ai+1 a; ar(a; — aiy1) + A1

41 ax ax a1ai41

Rozdiely D; sa vSetky celociselné. Dokazeme, ze tato podmienka staci na to, aby bola
postupnost a; od istého ¢lena konstantna.

Kedze D; je celé ¢islo, nutne plati a; | a? +1- Z toho mame, ze kazdé prvocislo p
deliace ay deli aj a?,,, takZe aj a;41. KedZe to plati pre lubovolné i = N, vSetky ¢isla
AN+1,AN+2,- .. st delitelné p. Vydelme teda vSetky ¢isla a1, ani1,an1o2,... ¢islom p.
Tymto krokom sa zrejme nezmenia hodnoty rozdielov Dyy1, Dnia,.... Taktiez sa
nezmeni ani dokazované tvrdenie hovoriace, ze postupnost je od istého ¢lena konstantna.
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V dalsom kroku vezmeme dalsie prvocislo p’ deliace a; (nemusi byt nutne rozne
od p), a znova odvodime p’ | a;41, tentoraz pre i = N + 1. V tomto kroku éislom p
delime teda ¢isla a1, an42,an+3, ... a zachovAme hodnoty rozdielov Dy 4o, Dn4s, ...

Tento postup opakujeme, az kym sa nedostaneme k a; = 1 a nejakému indexu Ny
takému, Ze pre vSetky i = Ny hodnota D; ostala zachovanid (a teda je celociselnd).
Presnejsie, ak na zaciatku bolo aq = pi™* -p5? ... pp*, tak No = N+ a1 +as+ ...+ .

Predpokladajme teda, ze a; = 1, a pre ¢ = Ny st ¢isla D; celo¢iselné. Vidime, Ze to
znamena, %e a;y1 | a;, z ¢oho vyplyva a;11 < a;. Cisla an,, an,+1,aNn,+2, - - - teda tvoria
nerasticu postupnost prirodzenych ¢isel. Tato postupnost teda musi byt od urcitého
¢lena konstantna, takze tvrdenie je dokazané.

6. Dany je konvexny Stvoruholnik ABCD, pricom |AB| - |CD| = |BC|-|DA|. Vnaitri
neho lezi bod X taky, Ze

|{XAB|=|4XCD| a |{XBC|=|{XDA|.

Dokdzte, ze |{BXA| + |£DXC| = 180°. (Polsko)

Riesenie. Nech F je taky bod, Ze trojuholniky X AB a X EC st priamo podobné. Podla
znameho tvrdenia si potom aj trojuholniky X AE a X BC podobné. Kedze |[{AX B| =
= |{EXC|, dokazované tvrdenie je ekvivalentné s tym, ze body F, X, D st kolinearne
(obr. 10).

Plati |[{XCE|+ |£XCD| = |{XBA|+ |£XAB| < 180° a | XAFE| + |{XAD| =
= |{XBC|+ |AXAD| = |[{XDA| + |[{XAD| < 180°, ¢o dokazuje, ze X lezi vnutri
uhlov EC'D a EAD stvoruholnika FADC.

C

Obr. 10

Z podobnosti AXAE ~ AXBC a AXAB ~ AXEC mame |(XA| - |BC| =
= |XB|-|AE|a|XB|-|CE| =|XC|-|AB|. Nasobenie tychto rovnic spolu s predpokla-
dom zo zadania |AB|-|CD| = |BC|-|AD| déva | XA|-|CE|-|CD| = |AE|-|XC|-|AD|,
alebo ekvivalentne

| XA|-|DE| |XC|-|DE| (1)
|AD|-|AE| — |CD|-|CE|
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Tvrdenie dokonc¢ime na zaklade nasledujiceho pomocného tvrdenia: Nech PQR
je trojuholnik a X je bod leziaci v jeho vnutornom uhle QPR taky, ze |AQPX| =
= |{PRX|. Potom

|PX]- QR
|PQ| - |PR|

prave vtedy, ked X lezi vnttri trojuholnika PQR.

Predtym, ako toto tvrdenie dokazeme, si vS§imnime, ze s tymto tvrdenim sme uz
hotovi. Ak by totiz X nelezal na ED, tak kedZze lezi vnutri Stvoruholnika £ ADC, nutne
lezi zvonka jedného z trojuholnikov EDA, EDC a vnitri toho druhého, takZze podla
pomocného tvrdenia nemoze platif rovnost (1).

<1

Obr. 12

Teraz dokézeme pomocné tvrdenie: Mnozina bodov X leziacich vnutri uhla QPR
takych, ze |[{QPX| = |{PRX], je oblik « kruznice v prechadzajicej R a dotykajicej
sa PQ v P. Nech v pretina priamku QR znova v Y (ak sa v dotyka QR, tak polozme
Y = R). Podobnost AQPY ~ AQRP déva

|PQ|- PR
QR

Zostava teda dokazat, ze |PX| < |PY| prave vtedy, ked X lezi vnutri trojuholnika
PQR. Rozoberme 2 pripady:

Ak Y lezi vnutri tsecky QR (obr. 11), tak zrejme |{RY P| > |[{QPY| = |{PRY|,
takze |PR| > |PY|. Kruznica 7' so stredom P a polomerom |PY| teda neobsahuje
bod R. Vsetky vnutorné body X podoblika PY oblika « lezia vnitri PQR a zaroven
vnutri v/, takze pre ne plati |PX| < |PY|. Zvy$né body « lezia mimo PQR a zaroven
mimo ~', takze pre ne plati opa¢na nerovnost |[PX| > |PY|.

Ak Y lezi na polpriamke opacnej k R(Q) (obr. 12), tak zrejme |{ PRY | > |{QPR| =
= |{PY R|, takze |PY| > |PR|. KruZnica 4" so stredom P a polomerom |PR| teda
neobsahuje bod Y. Cely oblik « lezi vnitri PQR a zaroven vnutri ", takze pre vsetky
jeho body X plati |[PX| < |PR| < |PY|.

|PY] =



