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67.ro¢nik Matematickej olympiady Zadania tloh vyberového sustredenia

(Sustredenie sa konalo 23. - 29. 4. 2018.)

1. Dokézte, ze pre lubovolné prirodzené ¢islo n plati, Ze poslednd cifra kazdého delitela
¢isla 111...1 je 1.
——
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2. Nech z, vy, z st kladné realne ¢isla, pre ktoré xyz = 1. Dokézte, Ze plati

T 1 y 4 <z
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3. Dany je trojuholnik ABC'. Kruznica prechadzajuca cez body A, B pretina strany AC
a BC postupne v bodoch D, E. Priamky AB a DFE sa pretinaju v bode F' a priamky
BD a CF vbode M. Dokaite, ze |M F| = |MC| prave vtedy, ked |M B|-|M D| = |MC|>.

4. Alena a Boris hraja hru v tabulke s rozmermi 6 x 6. Kazdy hra¢ vo svojom tahu
zvoli raciondlne ¢islo, ktoré sa este v tabulke nenachidza a napiSe ho do niektorého
prazdneho policka. Alena zac¢ina a potom sa obaja v tahoch striedaju. Ked je cela
tabulka vyplnend, zafarbia v kazdom riadku policko s najvic¢sim ¢islom nacierno. Alena
vyhra, ak je mozné nakreslif loment ¢iaru spajajicu vrchni a spodna stranu tabulky,
ktora celd lezi v ¢iernych polickach, inak vyhra Boris. (Na prechod medzi ¢iernymi
polickami stac¢i, aby mali spoloény vrchol.) Ktory z hra¢ov ma vyhravajucu stratégiu?

5. Dokéazte, ze existuje nekonecéne vela prirodzenych ¢isel n s nasledujicou vlastnostou:

Existuje n po dvoch réznych prirodzenych ¢isel a4, ..., a, takych, ze
n
Zai = Z nsd(a;, a;).
i=1 1<i<j<n

6. Nech f: R\ {0} — R je nekonstantna funkcia. Dokazte, Ze existuju nenulové realne
x,y také, ze x +y # 0 a f(x +y) < f(xy).

7. Nech V je konecna neprazdna mmnozina bodov v rovine, pricom ziadne tri z nich
nelezia na jednej priamke. Kazdému bodu z V' je priradené nezaporné redlne cislo
a sucet vsetkych tychto cisel je 1. Medzi niektorymi bodmi nakreslime tisecku tak, aby
sa ziadne dve tisecky nepretinali. Potom kazdej tisecke priradime ¢islo, ktoré je sti¢inom
¢isel priradenych jej koncom. Dokézte, ze stucet Cisel priradenych vSetkym tseckam je

najviac %.

Pozndmka. Usecky sa pretinaja, ak maja spoloény vnitorny bod.

8. Stvorsten ABC D, ktorého kazda stena, je ostrouhly trojuholnik, je vpisany do sféry so
stredom v bode O. Priamka prechadzajica bodom O kolmé na rovinu ABC pretina tuto



sféru v bode D’, ktory lezi na opacnej strane roviny ABC' ako bod D. Priamka DD’
pretina rovinu ABC v bode P, ktory lezi vnutri trojuholnika ABC'. Dokazte, ze ak
|{APB| = 2|4 ACB|, tak |£ADD'| = |{BDD/|.

9. Nech n je dané kladné celé &islo. Slovo s dizkou 3n, ktoré obsahuje kazdé z pismen A, B
a C prave n-krat, nazyvame chamelednom. V jednom kroku moézeme navzajom vymenit
lubovolné dve susedné pismend. Dokézte, ze pre kazdého chameleéna X existuje taky
chameleén Y, e X nemoZno zmenit na Y pomocou menej ako 3n2/2 krokov.

10. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' ktorého ziadne dve strany nemajt rovnaki
dlzku. Ozna¢me O stred jeho opisanej kruznice a H prieseénik vySok. Priamka OA
pretina vysky spustené z vrcholov B a C' postupne v bodoch P a (). Dokéazte, ze stred
kruznice opisanej trojuholniku PQH lezi na niektorej taznici trojuholnika ABC.

11. Postupnost redlnych ¢isel (a,, )3, splia

ap, = — max (a; + ap_;) pre vSetky n > 2018.
1<i<n

Dokazte, ze tato postupnost je zdola aj zhora ohranic¢ena.

12. Dokazte, ze pre kazdé kladné celé cislo a existuje kladné celé ¢islo b > a, pre ktoré
plati, ze 1+ 2% + 3% deli 1+ 2° + 3°.

13. Nech n je neparne kladné celé ¢islo a x1, 22, ... %n, Y1, Y2, - - - Yn SU nezaporné realne
¢isla, pre ktoré plati 1 +xo+ ...+, = y1 +y2 + ...+ y,. Dokdzte, Ze mdzeme vybraft
vlastnt podmnozinu S mnoziny {1,2,...n} taka, ze

—1 +1
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14. Najdite vSetky funkcie f : R — R, pre ktoré plati

Vr,y R f(@®+yf(y) +yf(@) = f(@)> +y° + zf(y).

15. Dany je trojuholnik ABC so stredom opisanej kruznice O. Nech P je taky bod na
strane AB, pre ktory plati |[{BOP| = |[{ABC| a nech @ je taky bod na strane AC,
pre ktory plati |£COQ| = |£ACB|. Dokézte, ze ak uhly BPQ a CQP su tupé, tak
obraz priamky BC podla priamky P(Q tvori doty¢nicu ku kruznici opisanej trojuholniku
APQ.

16. Nech ABCDE je konvexny pétuholnik taky, ze |AB| = |BC| = |CD|, |{EAB| =
= |{BCD| a |[{EDC| = |£CBA|. Dokézte, ze kolmica z bodu E na BC a tsecky AC
a BD sa pretinaju v jednom bode.



17. Nech p = 2 je prvocislo. Patrik a Samo hraju spolu hru, v ktorej sa striedaji
v tahoch. V kazdom fahu aktudlny hra¢ vyberie index i z mnoziny {0,1,...,p —
— 1}, ktory nebol predtym zvoleny Ziadnym z hracov, a potom zvoli ¢islo a; z mno-
ziny {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Patrik ma prvy tah. Hra sa kon¢i, ked vSetky indexy

{0,1,...,p — 1} boli zvolené. Nésledne je spocitané ¢islo
p—1
M=ag+10-a;+ - +107"-a, 1 = > a;- 107,
j=0

Patrikovou tlohou je zabezpecit, aby ¢islo M bolo delitelné prvocislom p. Samovou
ulohou je tomu zabranit. Rozhodnite, ktory z hra¢ov ma vitaznu stratégiu.

18. Obdlznik R s neparnymi celoéiselnymi dizkami stran je rozdeleny na mensie
obdlzniky s celo¢iselnymi dizkami stran. Dokéazte, Ze sa medzi tymito obdlznikmi da
najst taky, ze vzdialenosti jeho stran od Styroch stran R st vSetky parne alebo vSetky
neparne.



