skmo.sk

2020/2021
70.ro¢énik MO Zadania tloh ¢esko-polsko-slovenského stretnutia

(SutaZ sa konala 2. -5.7.2021.)

1. Najdite vetky $tvorice kladnych celych ¢isel (a, b, ¢, d) splitajucich NSD(a, b, ¢, d) = 1
a sucasne
alb+ec, ble+d, c|d+a, d|a+b.

(Vitézslav Kala, Cesk4 rep.)

2. Vpisana kruznica w ostrouhlému trojuholniku ABC sa dotyka strany BC' v bode D.
Oznac¢me [, stred kruznice pripisanej trojuholniku ABC oproti vrcholu A a M stred
usecky DI,. Dokazte, ze kruznica opisana trojuholniku BMC' sa dotyka kruznice w.

(Patrik Bak, Slovensko)

3. Pre Tubovolné dva konvexné mnohouholniky P; a P, s navzdjom réznymi vrcholmi
ozna¢me f(P;, Py) celkovy pocet vrcholov, ktoré lezia na strane druhého mnohouhol-
nika. Pre kazdé kladné celé ¢islo n = 4 urcte

max{f(P1, P2) | P, a P, st konvexné n-uholniky}.

(O mnohouholniku povieme, ze je konverny, ak velkost kazdého jeho vnutorného uhla
je ostro mensia ako 180°.) (Josef Tkadlec, Ceska rep.)

4. Urcte pocet usporiadanych 2021-tic kladnych celych cisel, ktoré obsahuju ¢islo 3
a kazdé dve susedné ¢isla sa liSia najviac o 1. (Walther Janous, Rakiisko)

5. Postupnost a1, as,as, ... splita a1 = 1 a pre vietky n > 2, plati

an-1+3 akn—1€{ay,as,...,an_1};
Qa =
" an—1 +2 inak.

Dokazte, ze pre vsetky kladné celé ¢isla n plati

an <n-(1+v2).
(Dominik Burek, Polsko)

6. Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik a predpokladajme, ze body A, Ay, B,, B,
B, Cy, C, C,, a A, lezia v tomto poradi na jeho obvode. Nech A; # A je druhy
priese¢nik kruznic opisanych trojuholnikom AA,C, a AA.B,. Analogicky, B; # B je
druhy priese¢nik kruznic opisanych trojuholnikom BB.A, a BB,Cy, a C; # C' je druhy
priesecnik kruznic opisanych trojuholnikom C'C, B, a CC,A.. Predpokladajme, ze body
Ay, By a C st vsetky rozne, lezia vnitri trojuholnika ABC' a nelezia na jednej priamke.
Dokazte, ze priamky AA;, BBy, CC7 a kruznica opisana trojuholniku A1 B;C; sa vSetky
pretinaji v jednom bode. (Josef Tkadlec, Ceska rep., Patrik Bak, Slovensko)



