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69. roénik Matematickej olympiady Zadania tiloh EGMO
(Sutaz sa konala 15.-21. 4. 2020.)
1. Kladné celé ¢isla ag, a1, as, ..., asoso spliaji
2a4p4+2 = ap41 +4a, pren =0,1,2,...,3028.
Dokézte, ze aspon jedno z &isel ag, a1, as, ..., aspso je delitelné 22020, (Australia)
2. Néjdite vsetky postupnosti (z1, 2, ..., T2020) nezapornych redlnych ¢isel spliajice

nasledovné tri podmienky:
(i) 71 S22 = ... = T2020;
(ii) 22020 = 21 + 1

(iii) existuje permutacia (y1,ya,- ., Y2020) postupnosti (x1,xs,...,T2020) taka, ze
2020 , 2020
Z ((zi + D) (yi + 1)) :8Zx§’.
=1 i=1

Permutdcia postupnosti je postupnost rovnakej dlzky s rovnakymi ¢lenmi, avsak ¢leny
mozu byt v Tubovolnom poradi. Napriklad, (2,1,2) je permutéciou (1,2,2), a tieZ obe
st permutéaciou (2,2,1). Kazda postupnost je permutéciou samej seba.

(Patrik Bak, Slovensko)

3. Nech ABCDEF je konvexny Sestuholnik taky, ze |£A| = |LC| = |{E| a |£B| =
= |AD| = |{F| a osi (vnatornych) uhlov LA, £C a {F sa pretinaju v jednom bode.
Dokéazte, ze osi (vnutornych) uhlov £ B, £D a £ F sa taktiez pretinaji v jednom bode.

Pozndmka. Plati LA = L FAB. Zvy$né vnatorné uhly Sestuholnika st popisané analo-
gicky. (Ukrajina)

4. Permutéacia celych ¢isel 1, 2, ..., m sa nazyva svieZa, ak neexistuje ziadne kladné
celé c¢islo k < m také, ze prvych k ¢isel v permutéacii su ¢isla 1, 2, ..., k v nejakom
poradi. Nech f,, je pocCet sviezich permutéacii ¢isel 1, 2, ..., m. Dokazte, ze pre vSetky
n 2 3 plati nerovnost f,, =2 n- f,,_1.

Pozndmka. Napriklad, ak m = 4, tak permutacia (3,1,4,2) je svieza, naproti tomu
permutécia (2, 3,1,4) nie je. (Patrik Bak, Slovensko)

5. Nech ABC je trojuholnik taky, ze |[{BCA| > 90°. Kruznica I' jemu opisand ma
polomer R. Vnitri tse¢ky AB lezi bod P taky, ze |PB| = |PC| a dizka tise¢ky PA je
rovna R. Os tsecky PB pretina I' v bodoch D a E. Dokazte, ze P je stredom kruznice
vpisanej trojuholniku CDE. (Spojené kralovstvo)

6. Nech m > 1 je celé ¢islo. Postupnost a1, as, as, ... je definované vztahmi a; = as = 1,
a3z = 4, a pre vSetky n = 4
an =m(an-1+ an—2) — an_3.

Najdite vsetky celé c¢isla m také, ze kazdy clen tejto postupnosti je druha mocnina
celého ¢isla. (Dénsko)



