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68. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania tiloh EGMO

(Sutaz sa konala 7. —-13. 4. 2019.)

1. Néjdite vsetky trojice (a,b, c) redlnych ¢isel také, ze plati ab + bc + ca = 1 a stcasne

a’b+c=b*c+a=c’a+b.
(Holandsko)

2. Je dané kladné celé ¢islo n. Na Stvorcovi tabulku 2n x 2n s umiestnené domind tak, ze kazdé
policko tejto tabulky je susedné s prave jednym polickom pokrytym dominom. Pre kazdé n urcte
najviacési pocet domin, ktoré mézeme takto umiestnit na tito tabulku.

Pozndmka. Dominom rozumieme obdlZnik 2 x 1 alebo 1x 2. Domin4 st umiestiiované na tabulku

tak, ze kazdé domino pokryva prave dve policka tabulky a jednotlivé domind sa neprekryvaju.

Dve policka tabulky st susedné prave vtedy, ked st rozne a maju spolo¢nu stranu.
(Luxembursko)

3. Je dany trojuholnik ABC' taky, ze |{CAB| > |£ABC/|. Ozna¢me I stred kruznice jemu
vpisanej. Nech D je bod usecky BC, pre ktory plati |[{CAD| = |{ABC|. Ozna¢me w kruznicu,
ktord sa dotyka priamky AC v bode A a prechddza bodom I. Nech X (X # A) je priese¢nik
kruznice w a kruznice opisanej trojuholniku ABC'. Dokézte, ze osi uhlov DAB a CXB sa
pretinaji na priamke BC. (Polsko)

4. Nech [ je stred kruznice w vpisanej trojuholniku ABC'. Kruznica prechadzajica bodom B,
ktord sa dotyka AI v bode I, pretina stranu AB v bode P (P # B). Analogicky, kruznica
prechadzajica bodom C, ktoré sa dotyka AI v bode I, pretina stranu AC' v bode @ (Q # C).

Dokéazte, ze priamka P(Q je dotyc¢nica kruznice w. (Polsko)
5. Nech n = 2 je celé ¢islo a aq, as, ..., a, su kladné celé ¢isla. Dokazte, ze existuju kladné celé
¢isla by, bo, . .., b, splhajtce nasledujice tri podmienky:
(A) a; =b;prei=1,2,...,n;
(B) zvysky po deleni ¢isel by, bo, ..., b, ¢islom n st po dvoch rozne; a

-1 .. n
(C) b1+...+bn§n<n2 +{a1—|— ta J) (Holandsko)

n

6. Alena nakreslila na kruznici 2019 tetiv s navzajom réznymi krajnymi bodmi. Bod nazveme
oznaceny, ked ide o
(i) jeden z 4038 krajnych bodov tychto tetiv; alebo

(ii) prieseénik aspon dvoch z tychto tetiv.
Alena potom kazdy z oznacenych bodov éiselne ohodnoti. Zo vSetkych 4038 krajnych bodov
spliiajtcich (i) ohodnoti nejakych 2019 bodov ¢islom 0 a zvysnych 2019 bodov ¢islom 1. Nasledne
ohodnoti vietky body spliiajtice (ii) Iubovolnym celym ¢islom (nie nutne kladnym). Pozdlz
kazdej tetivy uvazuje tsecky spédjajice po sebe idice oznacené body. (Tetiva s k oznacenymi
bodmi obsahuje k — 1 takychto tseciek.) Dalej ohodnoti kazdi takito tisecku dvoma ¢islami, z
ktorych jedno je zlté a druhé modré, pricom zlté ¢isla predstavuja sucet ¢iselnych ohodnoteni
koncovych bodov na ohodnocovanej tsecke a modré ¢isla absolitnu hodnotu ich rozdielu.
Nésledne Alena zistila, Ze medzi vSetkymi N + 1 zltymi ¢islami sa kazdé z ¢isel 0,1,..., N
vyskytuje prave raz. Dokazte, ze aspon jedno modré ¢islo je nasobkom 3.

(Spojené kralovstvo)



