69. ro¢nik Matematickej olympiady
2019/2020 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z8

1. Zostrojte kosostvorec ABC' D tak, aby jeho uhlopriecka BD mala velkost 8 cm a vzdia-
lenost vrcholu B od priamky AD bola 5 cm. Urcte vsetky moznosti. (Karel Pazourek)

Napad. Aké vlastnosti maju uhlopriecky kosostvorca?

Riesenie. Vzdialenost bodu B od priamky AD je rovnaka ako vzdialenost bodu C' od
AD, lebo BC' a AD st rovnobezné. Uhlopriecky v kazdom rovnobezniku sa navzajom

rozpoluju, v kosostvorci st navySe kolmé. Tieto postrehy stacia na zostrojenie koso-
stvorca ABCD:

e zostrojime dve rovnobezné priamky vo vzdialenosti 5 cm (napr. ako kolmice v kon-
covych bodoch usecky dizky 5cm),

e na jednej priamke zvolime bod D a zostrojime kruznicu so stredom D a polomerom
8 cm,

e prienikom tejto kruznice s druhou priamkou je bod B, resp. B’,

e zostrojime os tsecky DB, resp. DB’ (napr. pomocou priese¢nikov dvoch zhodnych
kruznic so stredmi v koncovych bodoch),

e prieniky tejto priamky s rovnobezkami st body A a C, resp. A’ a C’,
e Stvoruholnik ABCD, resp. A’B’C’D, je kosoStvorec s pozadovanymi vlastnostami.
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Vsetky zostrojené kosoStvorca st zhodné, iloha mé az na zhodnost jediné rieSenie.

Poznamka. KonStrukciu je mozné zacat zostrojenim tsecky BD a jej osi. Ak dokézeme
zostrojit priamky idice bodom D vo vzdialenosti 5 cm od B, tak ich priesecniky s osou
usecky BD budu zvysné vrcholy A a C kosoStvorca (vzdialenosti bodu B od priamok
AD a CD st rovnaké, lebo to st velkosti vySok na prislichajice strany kosostvorca).
Také priamky mozno zostrojit takto:

e zostrojime kruznicu nad priemerom BD,
e zostrojime kruznicu so stredom B a polomerom 5 cm,
e spojnice priesecnikov @) a R tychto kruznic s bodom D st hladané priamky.

Zddévodnenie vyplyva z Talesovej vety: uhly BQD a BRD st pravé, teda tsecky
D@ a DR st vysky na prislichajice strany.
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2. Richard sa pohrdval s dvoma pitcifernymi ¢islami. KaZdé pozostdvalo z navzdjom
roznych cifier, ktore pri jednom boli vsetky neparne a pri druhom vsetky parne. Po chvili
zistil, Ze sucet tychto dvoch cisel zacina dvojcislim 11 a konci ¢islom 1 a Ze ich rozdiel
zacina c¢islom 2 a konci dvojcislim 11. Urcte Richardove ¢isla. (Monika Dillingerova)

Napad. Kolkociferné mozu byt stcty a rozdiely pétcifernych ¢isel a ako by ste ich ruéne
pocitali?

RiesSenie. Sudet dvoch péftcifernych ¢isel moze byt pétciferny alebo Sestciferny. Pit-
ciferné sucty vSsak nemozu zacinat cifrou 1, teda sucet je Sestciferny. Rozdiel dvoch
pétcifernych ¢isel moze byt nanajvys pitciferny. Kvoli jednoduchsiemu vyjadrovaniu si
Richardove ¢isla oznacime:

ABCDE ABCDE
+abcde —abede
11 %% %1 * % % 1 1

Rozne pismené predstavuju rozne cifry, velké zodpovedaji parnym, malé neparnym,
alebo naopak. KedZe cifier je 10, budu v Richardovych ¢islach pouzité vsetky.

Aby stcet zacinal dvojéislim 11, musi byt A + a bud 11, alebo 10 (s prechodom
cez desiatku). AvSak sucet parneho a neparneho ¢isla je neparne ¢islo, teda musi byt
A+a=11.

Ak by rozdiel bol nanajvys Stvorciferny, tak by A —a muselo byt nanajvys 1. AvSak
rozdiel parneho a neparneho ¢isla je nepéarne ¢islo, teda by muselo byt A—a = 1. Z toho
a z predchadzajuceho A + a = 11 vychadza

A=6, a=5.

Ak by rozdiel bol pétciferny a zac¢inal 2, tak by A —a muselo byt bud 2, alebo 3 (prechod
cez desiatku). AvSak rozdiel parneho a neparneho ¢isla je neparne ¢islo, teda by muselo
byt A —a = 3. Z toho a z predchadzajiceho A + a = 11 vychadza

A=T7a=4.



Aby stcet konéil cifrou 1, musi byt bud F + e = 1, alebo E + ¢ = 11. Aby rozdiel
kon¢il cifrou 1, musi byt bud £ — e = 1, alebo E = 0 a e = 9. Predchadzajice dve
podmienky su splnené suc¢asne bud pre

E=6, e=35,
alebo pre
E=1 e=0.

Predchadzajica diskusia dava $tyri moznosti priradenia prvych a poslednych cifier
Richardovych ¢isel. Aby boli splnené zakladné poziadavky (t.j. aby sa ziadna cifra
neopakovala a aby jedno ¢islo bolo tvorené neparnymi a druhé parnymi ciframi), musi
byt A=7,a=4, E=1ae=0:

TBCD1 7TBCD1
+4bcd0 —4becd0
11 % % x1 2% x 11

Aby v stcte bola na druhom mieste 1, musi byt B+b < 10, a aby rozdiel zac¢inal 2,
musi byt B < b. Zo zvys$nych cifier tymto podmienkam vyhovuje jedine B =3 a b = 6.
Aby v rozdiele bola na predposlednom mieste 1, musi byt D —d = 1. Zo zvySnych cifier
tejto podmienke vyhovuje jedine D = 9 a d = 8. Na posledné dve miesta tak ostava
C=5ac=2.

Richardove ¢isla boli 73591 a 46280, predchadzajice vypocty vychadzaji nasle-
dovne:

73591 73591
+46280 —46280
119871 27311

3. Vendelin byva medzi dvoma zastavkami autobusu, a to v troch osmindach ich vzdia-
lenosti. Dnes vyrazil z domu a zistil, Ze ¢i by utekal k jednej, alebo druhej zastavke,
dorazil by na zastavku sicasne s autobusom. Priemernd rychlost autobusu je 60 km/h.
Akou priemernou rijchlostou dnes bezi Vendelin? (Libuse Hozova)

Napad. Znéazornite situdciu na priamke a uvazujte oba pripady zvlast.

Riesenie. Oznacme prvu zastavku na trase autobusu A, druht B, Vendelinov dom D.
Keby Vendelin bezal do A, tak kym tam autobus déjde, zabehne prave vzdialenost D A.
Keby Vendelin bezal do B, tak kym autobus dojde do A, zabehne rovnaku vzdiale-
nost DA smerom k B. Najneskor tu si uvedomujeme, ze D musi byt blizsie k A, a to
v troch osminach vzdialenosti AB:
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Teda pri behu do B bude v momente, ked autobus bude v A, Vendelinovi do
ciela chybat % = i vzdialenosti AB. Aby do B dorazil sticasne s autobusom, musi mat

Stvrtinova rychlost vzhladom na autobus. Vendelin bezi priemernou rychlostou 60 : 4 =
= 15 (km/h).

4. Pre piticu celych ¢isel plati, Ze ked k prvému pripocéitame jednotku, druhé umocnime
na druhi, od tretieho odcitame trojku, stvrté vynasobime styrmi a piate vydelime pia-
timi, dostaneme zakaZdym ten isty vysledok. Najdite vsetky také pditice cisel, ktorych
sucet je 122. (Lenka Dedkova)

Napad. Aké vlastnosti ma cislo, ktoré je vysledkom opisanych operacii?
Riesenie. Vysledok opisanych operacii s kazdym z piatich cisel je stale rovnaky, a ten
si oznacime n. Potom prvé az piate cislo je postupne

n
n—1, +/n, n+3, e 5n.
Z druhého a Stvrtého ¢isla zistujeme dolezité obmedzenia, konkrétne Ze n je druhou
mocninou prirodzeného ¢isla a ze je delitelné Styrmi.
NajmensSie ¢islo s tymito vlastnostami je n = 4; v takom pripade by sucet ¢isel bol

3+2+7+1+20=33,

¢o je malo. Dalsie ¢islo s uvedenymi vlastnostami je n = 16; v takom pripade by stcet
¢isel bol
154+4419+4+ 80 =122,

¢o je pozadovany vysledok. Dalsie moznosti nie je nutné skusat, lebo s rastticim n rastie
aj celkovy sucet. Jedinym riesenim tlohy je péatica 15, 4, 19, 4, 80.

Iné riesenie. Piiticu hladanych ¢isel oznacéime a, b, ¢, d, e. Zo zadania vyplyva, Ze

a—|—1:b2:c—3:4d:§.

Aby d = % bolo celé, musi byt b? nasobkom 4, teda b musi byt nasobkom 2. To
vyjadrime tak, ze b = 2k pre nejaké celé k. Z uvedenych rovnosti odvodzujeme, ze

a=4k> -1, b=2k c=4k*+3, d=k* e=20k>

Sucet vietkych tychto ¢isel je s = 29k% + 2k + 2. Pre dostato¢ne velké absoltitne

.....

strmo zvicSovat. Postupnym sktSanim zistujeme nasledujuce:

k

S

-3 -2 -1 0 1 2 =3
257 114 29 2 33 122 = 269

IV 1IN

Sucet je rovny 122 prave pre k = 2, ¢o urcuje péaticu cisel

a=15 b=4, c=19, d=4, e=230.



5. Pre osem navzdjom roznych bodov ako na obrdzku plati, Ze body C, D, E leZia na
priamke rovnobeznej s priamkou AB, F je stredom tusecky AD, G je stredom usecky AC
a H je priesecnikom priamok AC a BE. Obsah trojuholnika BCG je 12cm? a obsah

stvoruholnika DFHG je 8 cm?. Urcte obsahy trojuholnikov AFE, AHF, ABG a BGH.
(Eva Semeradova)

E D C

A B

Napad. Viete porovnat obsahy niektorych ttvarov priamo, t.j. bez konkrétnych hod-
noét?

Riesenie. Trojuholniky ABC, ABD a ABE maju spolo¢nt stranu AB a rovnaku vysku
na tuto stranu, teda maja rovnaky obsah. Body F' a GG su stredmi tseciek AD a AC,
teda priamka F'G je rovnobeznad s AB. Trojuholniky ABF a ABG maja spolo¢ni
stranu AB a rovnaku vysku na tato stranu, ktord je poloviénd vzhladom na vysku
predchadzajucich troch trojuholnikov. Teda trojuholniky ABF a ABG maju rovnaky
obsah, ktory je poloviény v porovnani s obsahmi trojuholnikov ABC, ABD a ABE.
Celkom z toho dostavame, ze trojuholniky AFE, ABF, BDF, ADG, ABG a BCG
maji rovnaky obsah, a to 12 cm?.

Trojuholnik ADG je zlozeny z trojuholnika AHF' a Stvoruholnika DF HG, ktory
mé obsah 8 cm?. Obsah trojuholnika AHF je teda rovny 12 — 8 = 4 (cm?). Podobne,
obsah trojuholnika BGH je taky isty.

Obsahy trojuholnikov AFE, AHF, ABG a BGH st postupne 12, 4, 12 a 4 (cm?).

Poznamka. Medzi zadanymi objektmi st vztahy, ktoré sme nepouzili, ale ktoré dovoluju
alternativne postupy pri rieSeni tlohy. Napr. mozno priamo ukézat, Zze Stvoruholniky
ABCD a ABDE st rovnobezniky, ze trojuholniky AHF a BGH maja rovnaky obsah,
ze ich sucet je rovny obsahu Stvoruholnika DFHG a pod.

Pre zvedavych: v tilohe neuréeny obsah trojuholnika ABH je rovny 8 cm?.

6. V Kocurkove pouZivaji mince iba s dvoma hodnotami, ktoré su vyjadrené v kocur-
kovskych korundch kladnymi celymi cislami. Pomocou dostatocného mnoZstva takych
minct je mozné zaplatit akikolvek celociselni sumu vicsiu ako 53 kocurkovskych korin,
a to presne a bez vyddvania. Sumu 53 kociurkovskych korin vsak bez vyddvania zaplatit
nemozno. Zistite, ktoré hodnoty mohli byt na kocurkovskych minciach. Urcte aspori dve
riesenia. (Alzbeta Bohinikova)

Napad. Mézu byt jedny z koctrkovskych minci jednokoruny, alebo dvojkoruny, ... ?

Riesenie. Budeme postupne uvazovat hodnotu jednych koctrkovskych minci a uvazo-
vat o hodnote druhych, aby boli splnené poziadavky zo zadania.
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1) Ak by jedny z minci mali hodnotu 1, tak by bolo mozné zaplatit aktukolvek
sumu.

2) Predpokladajme, Ze jedny z minci maji hodnotu 2. Druhé mince nemé6zu mat
parnu hodnotu, lebo s takymito mincami by bolo mozné platit iba parne sumy.

Druhé mince nemo6zu mat neparnu hodnotu mensiu ako 55, lebo s takymito min-
cami by bolo mozné zaplatit sumu 53 (napr. 2-2+49, 2+ 51). Keby druhé mince mali
hodnotu 55, tak akékolvek parne ¢iastky by bolo mozné zaplatit pomocou dostatoéného
mnozstva 2 a akakolvek neparna ciastka viicsia ako 53 by sa dala zaplatit pomocou 55
a dostato¢ného mnozstva 2:

04 =27-2 56 = 28 -2 98 =292
95 =1-55 d7T=2+1-55 99 =2-2+4+1-535

3) Predpokladajme, Ze jedny z minci maji hodnotu 3. Druhé mince nemézu mat
hodnotu delitelni tromi, lebo s takymito mincami by sa nedali zaplatit iné sumy ako
tie delitelné tromi.

Druhé mince nemo6zu mat hodnotu 5, 8, 11, ..., 53, lebo s takymito mincami by
bolo mozné zaplatit sumu 53 (napr. 16 -3+ 5, 15-3+ 8, ..., 3+ 50). V tejto skupine
sme uvazovali hodnoty, ktoré po deleni 3 davajt zvy$ok 2. Dalsie hodnoty s rovnakymi
zvySkami st 56, 59 atd. Ani tieto moznosti nevyhovuja, lebo s takymito mincami by sa
nedala zaplatit napr. ¢iastka 55 (ktora je mensia a po deleni 3 dava zvysok 1).

Druhé mince nemo6zu mat hodnotu 4, 7, 10, ..., 25, lebo s takymito mincami by
tiez bolo mozné zaplatit sumu 53 (napr. 15-3+2-4,13-342-7, ..., 3+42-25). V tejto
skupine sme uvazovali hodnoty, ktoré po deleni 3 davaju zvysok 1. Keby druhé mince
mali hodnotu 28, tak akékolvek sumy vicsie ako 53 by sa dali platit napr. takto:

94 =18-3 57=19-3 60 =20-3
55=9-3+1-28 58 =10-3+1-28 61=11-3+1-28
56 =228 99 =1-3+4+2-28 62=2-3+4+2-28

Zatial mame dve rieSenia: na koctrkovskych minciach mohli byt hodnoty 2, 55
alebo 3, 28. Obdobnym (avSak o nie¢o naméhavejsim) sposobom moZno este odhalit
mozné hodnoty 4, 19 a 7, 10.

Poznamka. Problém, ktory riesime v tejto tilohe, je znamy ako tzv. Frobeniov problém:
vyhovujice dvojice hodnét minci a, b musia spliiat ab — a — b = 53, ¢ize

(a—1)(b—1) = 54.

S tymto (netrividlnym) poznatkom vieme nepriamo overit, ze uvedené $tyri pripady st
jediné mozné.
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