69. ro¢nik Matematickej olympiady
2019/2020 Riesenia uloh doméceho kola kategorie Z7

1. Snehulienka so siedmimi trpaslikmi nazbierali sisky na tabordk. Snehulienka povedala,
Ze pocet vsetkych sisiek je cislo delitelné dvoma. Prvy trpaslik prehldsil, Ze je to &islo
delitelné tromi, druhy trpaslik povedal, Ze je to cislo delitelné Styrmi, treti trpaslik
povedal, Ze je to ¢islo delitelné piatimi, Sturty trpaslik povedal, Ze je to c¢islo delitelné
Siestimi, piaty trpaslik povedal, Ze je to ¢islo delitelné siedmimi, Siesty trpaslik povedal,
Ze je to cislo delitelné osmimi, siedmy trpaslik povedal, Ze je to ¢islo delitelné deviatimi.
Dvaja z osmich zberacov, ktori sa k poctu sisiek vyjadrovali bezprostredne po sebe,
nemali pravdu, ostatni dno. Kolko $isiek bolo na hromade, ak ich urcite bolo menej
ako 3507 (Libuse Hozova)

Napad. Ktoré ¢isla si delitelné Styrmi a pritom nie st delitelné dvoma?

Riesenie. Pocet &isiek je ¢islo mensie ako 350, ktoré nie je delitelné préave jednou
dvojicou po sebe iducich éisel z 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 a vietkymi ostatnymi 4no. Ziadna
z dvojic (2,3), (3,4), (4,5), (5,6) a (6,7) to byt nemodze, lebo by sa medzi zvySnymi
¢islami vzdy naslo nejaké dalsie, ktorym by pocet $iSiek tiez nemohol byt delitelny:

e nedelitelnost 2 vynucuje nedelitelnost 4, 6 a 8,
e nedelitelnost 3 vynucuje nedelitelnost 6 a 9,

e nedelitelnost 4 vynucuje nedelitelnost 8,

e nedelitelnost 6 vynucuje nedelitelnost 2 alebo 3.

Pocet §isiek nie je delitelny bud dvojicou ¢isel (7,8), alebo (8,9), a vSetkymi
ostatnymi ¢islami dno. Tento pocet potom musi byt delitelny aj najmensim spoloénym
nasobkom ostatnych cisel:

e V prvom pripade je najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel 2, 3, 4, 5, 6, 9 rovny 4-5-9 =

= 180. Jediny nasobok 180 mensi ako 350 je prave 180.

e V druhom pripade je najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel 2, 3, 4, 5, 6, 7 rovny 3 -4 -

-5 -7 =420, ¢o je viac ako 350.

Snehulienka s trpaslikmi nazbierali 180 Sisiek.

2. V ostrouhlom trojuholniku K LM je V priesecnik jeho vysok a X je pdta vysky na
stranu K L. Os uhla XV L je rovnobeznd so stranou LM a uhol M KL md velkost T0°.
Ak velkost magju uhly KLM o KML? (Libuse Hozova)

Napad. Znéazornite si situdciu zo zadania a hladajte zhodné uhly.
Riesenie. V danom trojuholniku oznac¢ime Y, Z péty ostatnych vysok a N, O priesec-

niky osi uhla XV L so stranami KL, K M, pozri obrazok. V obrazku tiez vyznacujeme
navzajom zhodné uhly:



L

V pravouhlom trojuholniku K Z L poznédme uhly pri vrcholoch K a Z, teda uhol
pri vrchole L mé velkost 180° — 90° — 70° = 20°. Podobne velkost uhla pri vrchole M
v pravouhlom trojuholniku K X M je 20°. Uhly KLZ a KM X st preto zhodné.

Priamky NO a LM st rovnobezné, preto st uhly MLZ, LV N a OV Z navzajom
zhodné (striedavé a sthlasné uhly). Z obdobného dévodu st aj uhly LMX, MVO
a NV X navzajom zhodné. Priamka NO je osou uhla XV L, preto si uhly LVN
a NV X — a teda aj vSetky ostatné pred chvilou menované uhly — navzajom zhodné.

Celkom teda uhly K LM a KM L st zhodné. To st vnutorné uhly v trojuholniku
K LM, ktorého treti uhol pozname. Velkosti uhlov K LM a KM L sa (180° —70°) : 2 =
= 55°.

Pozndmky. Zhodnost uhlov K LM a KM L znamend, Ze trojuholnik K LM je rovnora-
menny so zakladiiou LM. Tento fakt mozno priamo odvodit nasledovne:

Priamka NO je rovnobezna so stranou LM, teda je kolm4 na vysku na tato stranu.
KedZe priamka NO je osou uhla XV L, st uhly NV X a OV Z zhodné, a kedze je této
priamka kolma na vysku KY, st aj uhly KV X a KV Z zhodné. Trojuholniky KV X
a KV Z st pravouhlé a maja zhodné uhly pri vrchole V', preto maji zhodné uhly aj pri
vrchole K. Teda vyska KY je osou uhla LK M, ¢o znamend, Ze trojuholnik K LM je
rovnoramenny so zakladnou LM.

K velkostiam konkrétnych uhlov mozno dojst réznymi sposobmi, napr. nasleduju-
cou uvahou:

Trojuholniky KZL a VXL st pravouhlé a maju spolo¢ny uhol pri vrchole L.
Vnuatorné uhly tychto trojuholnikov pri vrcholoch K a V st preto zhodné a maja
velkost 70° (zo zadania). Priamka VN je osou uhla XV L, teda uhol NV X ma velkost
35° (70 : 2 = 35). Velkost uhla pri vrchole NV v trojuholniku NV X je 55° (90 —35 = 55).
Priamky VN a LM st rovnobezné, teda uhly X NV a K LM st zhodné (stthlasné uhly).
Velkost uhla K LM je 55°.

3. Roman ma rdad kiuzla a matematiku. Naposledy c¢aroval s trojcifernymi alebo stvorci-
fernymi cislami takto:
e 2 daného cisla vytvoril dve pomocné cisla tak, Ze ho rozdelil medzi ciframi na mieste
stoviek a desiatok (napr. z ¢isla 581 by dostal 5 a 81),
e pomocné ¢isla séital a zapisal vysledok (v uvedenom priklade by dostal 86),
e od vdcsieho z pomocnych cisel odcital mensie a vysledok zapisal za predchadzajiuci
sucet, ¢im vycaroval vysledné ¢islo (v wvedenom priklade by dostal 8676).
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Z ktorych c¢isel mohol Roman vycéarovat a) 171, b) 15182 Urcte vsetky moznosti. Aké
najvicsie ¢islo mozno takto vycarovat a z ktorych cisel moze vzniknut? Urcte vsetky
moznosti. (Monika Dillingerova)

Napad. Aku tlohu hraju nuly v Romanovych ¢islach?

Riesenie. Po rozdeleni povodného ¢isla mal Roman dve nanajvys dvojciferné ¢isla. Ich
sucet teda moze byt jednociferné, dvojciferné alebo trojciferné ¢islo. Ich rozdiel moze
Cislo 171 mohol Roman dostat jedine tak, Ze stucet ¢isel po rozdeleni pdvodného
¢isla bol 17 a rozdiel 1. Teda séital a odéital ¢isla 9 a 8. Cislo 171 mohol Roman
vycarovat bud z ¢isla 908, alebo z ¢isla 809.
Cislo 1513 mohol Roman dostat dvoma spoésobmi:

e Sucet cisel po rozdeleni povodného cisla bol 15 a rozdiel 13. Teda scital a odcital
¢isla 14 a 1.

e Sucet cisel po rozdeleni pévodného ¢isla bol 151 a rozdiel 3. Teda scital a odcital
¢isla 77 a 74.

Cislo 1513 mohol Roman vyé&arovaft z niektorého z ¢isel 1401, 114, 7774, alebo 7477.

Vysledné ¢islo je aspon dvojciferné a nanajvys pétciferné. Pitciferné ¢islo vznikne
zlozenim trojciferného suctu a dvojciferného rozdielu dvojice ¢isel po rozdeleni pévod-
ného ¢isla. Aby vysledné ¢islo bolo najviicsie mozné, musi byt pomocny stcet najvacsi
mozny, teda rozdiel najmensi mozny (ale dvojciferny). Tieto poziadavky uréuja dvojicu
99 a 89: 99 + 89 = 188 a 99 — 89 = 10, vysledné ¢islo je 18810, a to je mozné vycarovat
bud z ¢isla 9989, alebo z ¢isla 8999.

4. Janka a Marienku zaujalo vodné dielo, ktorého cast je zndzornend na obrdzku. Korytd
sa postupne rozdeluji a zasa spdjaju v nacrtnutych bodoch, v kazdom rade je o jeden taky
bod viac ako v rade predchddzajiucom. Voda priudi v naznacenych smeroch a pri kazdom
vetveni sa vodny tok rozdeli do dvoch koryt s rovnakym prietokom. Janka zaujimalo,
kolko vody pretekd v sucte Styrmi miestami zvyraznenymi cierno. Marienku zaujimalo,
kolko vody pretekd v sicte vsetkymi miestami, ktoré su v 2019. rade. Porovnajte celkové
prietoky Jankovymi a Marienkingmi miestami. (Katarina Jasenc¢akova)

Napad. Kolko vody pretekalo vSetkymi miestami v druhom rade a kolko v trefom
rade?

RieSenie. KedZe sa voda v korytach len deli a zasa spdja (nikam sa nestrica a nic¢
nepribuda), je sucet prietokov vSetkymi miestami v kazdom rade rovnaky ako na
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zaciatku. Teda Marienka v 2019. rade pozoruje rovnaky prietok, ktory by pozorovala
na zaciatku.

Pre urcenie prietokov v Jankovych vyznacenych miestach budeme postupne pre-
biehat korytami a oznacovat, aké ¢asti povodného prietoku st v jednotlivych uzloch.
Podla zadania kazdé koryto privadza do vybraného uzla polovicu prietoku z uzla
predchédzajiceho. Zhora postupne zistujeme nasledujiuce vysledky (ktoré kvoli lepsej
prehladnosti neupravujeme na zakladny tvar):
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Prietoky Jankovymi miestami v tretom, resp. piatom rade tvoria 5 - 5 = 3, resp.

% . % + % . % = % = %1 prietoku na zaciatku. Celkom teda sucet prietokov vsetkymi
Styrmi Jankovymi miestami je rovnaky ako na zaciatku. Celkové prietoky Jankovymi

a Marienkinymi miestami si1 rovnaké.

Pozndmka pre rieSitela. Spomenite si na tuto Ulohu, az ¢asom budete pocut o tzv.
Pascalovom trojuholniku.

5. Hviezdny $tvorec je takd $tvorcovd tabulka cisel, pre ktoru plati, Ze sucty cisel
v jednotlivijch riadkoch a stipcoch si stdle rovnaké. Na obrdzku je pozostatok hviezdneho
$tvorca, v ktorom boli ¢isla v jednom riadku a jednom stlpci zotreté.

1 2 3

Doplrnite chybajice cisla tak, aby vsetky boli celé a prave styri zaporné. Urcte vsetky
moznosti. (Eva Semeradova)

Napad. Aké st stcéty zvysnych ¢isel v riadkoch a stipcoch?

RieSenie. Ak stcet ¢isel v jednotlivich riadkoch a stipcoch oznac¢ime s, tak chybajice
¢isla v hviezdnom Stvorci st

1 2 3 5s—6

4 5) 6 s—15

7 8 9 s —24
s —12 s—15 s —18 —2s+45




Cislo s — 6 je zaporné pre s < 6; podobne pre dalsie doplnené ¢isla okrem —2s + 45,
ktoré je zaporné pre s > %. Préave styri zaporné celé ¢isla dostavame pre s = 12, 13
alebo 14:

1 2 3 6
4 ) 6 -3
7 8 9 —12
0 -3 —6 21
1 2 3 7
4 ) 6 —2
7 8 9 —11
1 -2 ) 19
1 2 3 8
4 5 6 -1
7 8 9 —10
2 -1 —4 17

Poznamka. Namiesto vSeobecnych vyrazov s nezndmou s mozno zacat doplnenim kon-
krétnych hodnot tak, aby ¢isla v tabulke tvorili hviezdny Stvorec. Postupnym zvicSova-
nim, prip. zmenSovanim ¢iastoénych sucétov mozno odvodit vyssie uvedené doplnenia,
v ktorych sa prave styri zaporné cisla.

6. Z pravidelného Sestuholnika bol vystrihnuty utvar ako na obrdzku. Pritom vyznacdené
body ako na obvode, tak vnutri Sestuholnika delia prislichajice usecky na Stvrtiny. Aky
je pomer obsahov povodného Sestuholnika a vystrihnutého utvaru?

(Alzbeta Bohinikova)
Napad. Rozdelte Gtvar na vhodné mensie ¢asti.

RieSenie. Sestuholnik je tvoreny Siestimi zhodnymi rovnostrannymi trojuholnikmi.
Vystrihnuté sivé atvary v tychto trojuholnikoch st dvojakého typu:
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V prvom pripade je K stredom tsecky AB a L je stredom usecky S A. Trojuholniky
SKL a SKA maja rovnaku vysku zo spolo¢ného vrcholu K a zodpovedajtca strana S L
je poloviénd vzhladom na stranu SA. Preto mé trojuholnik SKL poloviény obsah
vzhladom na trojuholnik SKA. Z podobného dévodu méa trojuholnik SK A poloviény
obsah vzhladom na trojuholnik SBA. Celkom ma4 siva ¢ast Stvrtinovy obsah vzhladom
na trojuholnik SBA.

V druhom pripade je N stredom tusecky BC, M je stredom usecky BN, O je
stredom tusecky NC a P je stredom tusecky NS. Rovnako ako v predchadzajicom
pripade zdévodnime, Ze trojuholnik SM P ma4 polovi¢ny obsah vzhladom na trojuholnik
SMN, ten mé poloviény obsah vzhladom na trojuholnik SBN, a ten mé poloviény
obsah vzhladom na trojuholnik SBC'. Celkom trojuholnik SM P méa osminovy obsah
vzhladom na trojuholnik SBC'. Trojuholnik SOP je zhodny s trojuholnikom SM P.
Celkom ma siva cast Stvrtinovy obsah vzhladom na trojuholnik SBC.

Pre kazdy zo Siestich pomocnych trojuholnikov plati, Ze pomer jeho obsahu a ob-
sahu sivého utvaru je 4 : 1. Pomer obsahov pévodného Sestuholnika a vystrihnutého
atvaru je preto taky isty.
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