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70. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania tiloh MEMO

(Sutaz sa konala 23.—29. 8. 2021.)
Sttaz jednotlivcov:

I-1. N4jdite vSetky realne ¢isla A také, ze kazda postupnost nenulovych realnych ¢isel
T1,To,... spiﬁajﬁca

1
Tpgr = A— —
Ty
pre kazdé celé ¢islo n = 1 obsahuje iba koneé¢ne vela zapornych ¢lenov.  (Ceska rep.)

I-2. Dané su kladné celé ¢isla m a n. Niektoré Stvoréeky tabulky m x n st zafarbené
nacerveno. Postupnost 2r = 4 po dvoch roznych éervenych Stvoréekov aq,as, ..., as,
nazyvame strelecky cyklus, ak pre kazdé k € {1,...,2r} lezia Stvoréeky a; a api1 na
diagonale, ale Stvorceky aj a ajpio nelezia na diagonale (pritom as,41 = a1 a agpqo =
= ag). V zavislosti od m a n uréte najvi¢si mozny pocet Cervenych stvorcéekov v tabulke
m X n, v ktorej sa nenachadza strelecky cyklus.

(Pozndmka. Dva Stvorceky lezia na diagonale, ak priamka prechadzajica ich stredmi
zviera so stranami tabulky uhol 45°.) (Jozef Rajnik, Slovensko)

I-3. Vo vnitri strany BC' ostrouhlého trojuholnika ABC' je dany bod D. Body F a F
lezia v polrovine urcenej priamkou BC' obsahujticej bod A tak, ze priamka DF je kolma
na priamku BE a priamka DFE sa dotyka kruznice opisanej trojuholniku AC' D, zatial
¢o priamka DF je kolmé na priamku C'F' a priamka DF sa dotyka kruznice opisanej
trojuholniku ABD. Dokazte, ze body A, D, E a F lezia na jednej kruznici.

(Patrik Bak, Slovensko)

I-4. Je dané celé ¢islo n = 3. Vevericka Zagi sedi vo vrchole pravidelného n-uholnika.
Zagi planuje vylet pozostavajici z n — 1 skokov takych, ze v i-tom skoku skoc¢i o ¢ hran
v smere hodinovych ruciciek, kde i € {1,...,n—1}. Dokazte, Ze ak Zagi po | % | skokoch
navstivil [ 5] + 1 réznych vrcholov, tak po n — 1 skokoch navstivi vSetky vrcholy.

(Ceské rep.)
Sataz druzstiev:
T-1. Najdite vsetky funkcie f: R — R také, Ze nerovnost
f@®) = f(y?) < (f(2) +y)(z — f(y))
je splnend pre vSetky redlne ¢isla x a y. (Rakusko)

T-2. Pre kladné celé ¢islo n povieme, Ze polyném P(x) s redlnymi koeficientmi je
n-krdasny, ak ma rovnica P(|x|) = |[P(z)] presne n realnych rieSeni. Ukazte, Ze pre
kazdé kladné celé ¢islo n
a) existuje n-krasny polyndm;
b) kazdy n-krésny polyném ma stupen aspon (2n + 1)/3.
(Chorvatsko)



T-3. Dané st kladné celé ¢isla n, b a c¢. Skupina n piratov si chce férovo rozdelit poklad.
Poklad pozostava z ¢ - n rovnakych minci rozmiestnenych v b - n vreciach, z ktorych je
aspon n — 1 na zaciatku prazdnych. Kapitan Jack si prezrie obsah jednotlivych vriec
a spravi postupnost fahov. V kazdom fahu moze premiestnif Tubovolny pocet minci
z niektorého vreca do jedného prazdneho vreca. Dokézte, Ze bez ohladu na to, ako s
mince na zaciatku rozmiestnené, moze Jack spravit nanajvys n — 1 tahov tak, Ze potom
moze rozdelit vrecia medzi piratov tak, aby kazdy pirat dostal b vriec a ¢ minci.
(Josef Tkadlec, Ceska rep.)

T-4. Dané je prirodzené cislo n. Dokéazte, ze v pravidelnom 6n-uholniku moézeme
nakreslit 3n uhlopriedok takych, Ze ich koncové body st vSetky po dvoch rozne, a
rozdelit nakreslené uhlopriecky do n trojic tak, Ze:
e uhlopriecky v kazdej trojici sa pretinaji v jednom vnutornom bode 6n-
-uholnika a
e vsetkych tychto n priesecnikov je réznych.
(Madarsko)

T-5. Nech AD je priemer kruznice opisanej ostrouhlému trojuholniku ABC. Rovno-
bezky so stranami AB a AC prechadzajice bodom D pretinaji priamky AC a AB
postupne v bodoch E a F. Priamky EF a BC sa pretinaju v bode G. Dokazte, ze
priamky AD a DG st navzajom kolmé. (Rakusko)

T-6. Nech M je stred strany BC' trojuholnika ABC'. Bod X je zvoleny na polpriamke
AB tak, ze plati 2|{CXA| = |[{CMA|. Bod Y je zvoleny na polpriamke AC' tak, ze
plati 2|{AY B| = |{AM B|. Priamka BC pretina kruznicu opisant trojuholniku AXY
v bodoch P a @ tak, ze body P, B, C' a @ lezia v tomto poradi na priamke BC.
Dokéazte, ze |PB| = |QC|. (Polsko)

T-7. Nédjdite vietky dvojice kladnych celych ¢isel (n,p) také, ze p je prvodislo a
1+24+...+n=3-(12+22+... +p%.
(Chorvatsko)

T-8. Dokézte, ze existuje nekone¢ne vela kladnych celych ¢éisel n takych, ze n? napisané
v ststave so zakladom 4 obsahuje iba cifry 1 a 2. (Martin Melicher, Slovensko)



