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70. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania tiloh IMO
(Sutaz sa konala 18.-23. 7. 2021.)

1. Je dané celé cislo n > 100. Ivan napisal kazdé z cisel n,n + 1,...,2n na jednu

karticku. Potom tychto n+ 1 kariet zamiesal a rozdelil na dve képky. Dokazte, ze aspon
jedna z tychto kdopok obsahuje dve karticky, ktorych sticet ¢isel je druha mocnina celého
Cisla. (Australia)

2. Dokéazte, ze nerovnost
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plati pre vSetky redlne ¢isla x1,...,x,. (Kanada)

3. Nech D je vnttorny bod ostrouhlého trojuholnika ABC' spliiajiceho |[AB| > |AC)|
taky, ze | DAB| = |{CAD)|. Bod E lezi na tise¢ke AC aspliia |[{ ADE| = | BCD|. Bod
F lezi na tsecke AB a splia |[{ FDA| = |4 DBC|. Bod X lezi na priamke AC a splia
|CX| =|BX]|. Nech O; a O3 st postupne stredy kruznic opisanych trojuholnikom ADC
a EX D. Dokézte, ze priamky BC, EF, 0105 sa pretinaju v jednom bode. (Ukrajina)

4. Nech T' je kruznica so stredom [ a nech ABCD je konvexny Stvoruholnik taky,
ze kazda z useCiek AB, BC, CD a DA sa dotyka I'. Nech € je kruznica opisana
trojuholniku AIC. Cast polpriamky BA za bodom A pretina Q v X a ¢ast polpriamky
BC za bodom C pretina v Z. Casti polpriamok AD a C'D za bodom D pretinaju €
postupne v bodoch Y a T'. Dokazte, ze

|AD| + |DT|+ |TX|+ |XA| = |CD|+ |DY|+|YZ|+ |ZC|.
(Polsko)

5. Dve vevericky, Chip a Dale, nazbierali 2021 orieskov na zimu. Dale ocisloval oriesky
¢islami od 1 do 2021 a vykopal 2021 dierok do kruhu v zemi okolo ich obltibeného stromu.
Dalsie rdno si Dale v§imol, ze Chip umiestnil do kazdej dierky jeden orech nedbajtc
na ¢islovanie. Nestastny Dale sa rozhodol oriesky preusporiadat postupnostou 2021
krokov. V k-tom kroku Dale vymeni pozicie orechov susednych s orechom k. Dokazte,
7e existuje taka hodnota k, Ze v k-tom kroku Dale vymeni orechy a a b také, ze a <
<k<hb. (Spanielsko)

6. Nech m > 2 je dané celé ¢islo, A je dand koneéna mnozina (nie nutne kladnych)
celych ¢isel a By, Bo, Bs, ..., B,, st podmnoziny A. Predpokladajme, Ze pre kazdé k =
=1,2,...,m je sucet prvkov mnoziny By rovny my. Dokézte, Ze A obsahuje aspor m /2

prvkov. (Rakusko)



