MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie B
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Pre dané prvodislo p najdite vSetky dvojice celych &isel ¢ a d, pre ktoré plati ¢ > d a cd = p2.

Najdite v3etky rieSenia (p, q) rovnice p? = q? — 28q + 52 v kladnych celych ¢&islach také, Ze p je prvocislo.
Urcte vietky dvojice prvodisel p a g, pre ktoré plati p + q% = q + p3.

Ur¢te vetky dvojice prvocisel p a q, pre ktoré plati p + g% = q + 145p2.

Najdite vSetky trojice a, b, ¢ kladnych celych cisel takych, Ze (a+ b) (b + c)(c + a) je rovné mocnine niektorého
prvocisla.

Najdite vSetky trojice (p, q,r) prvocisel, pre ktoré plati (p + 1)(q + 2)(r + 3) = 4pqr.
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Ak v konvexnom $tvoruholniku PQRS plati PQ || RS a |QR| = |PS]|, tak PQRS je rovnoramenny lichobeZnik
alebo rovnobeznik. Dokazte.

UvaZujme situaciu zo sutaznej ulohy. Najdite dva rovnoramenné lichobezniky s vrcholmi v bodoch 4, B, C, D,
E F.

Dokazte zname tvrdenie o zhodnosti uhlopriecok kazdého rovnoramenného lichobeznika.

Nech D je l'ubovolny vnitorny bod strany AB trojuholnika ABC. Na polpriamkach BC a AC zvolme postupne
body E a F tak, aby platilo |[BD| = |BE| a |AD| = |AF|. Dokazte, Ze body C, E, F a stred kruZnice vpisanej do
trojuholnika ABC leZia na tej istej kruZnici.

V ostrouhlom trojuholniku ABC st AA" a BB’ jeho vysky. Kolmy priemet bodu A’ na vy$ku BB' ozna¢me D.
Predpokladajme, Ze kruznica prechadzajica bodmi B, C, D pretne stranu AC v jej vnitornom bode E. Dokazte,
ze |DE| = |AA'|.

Je dany pravouhly trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C. Nech D je l'ubovolny vnitorny bod odvesny
AC a p kolmica z bodu D k prepone AB. Oznacme E bod priamky p rézny od D a taky, Ze body A4, B, D, E leZia
na kruznici. Ozna¢me e$te F priese¢nik priamok p a BC. Dokazte, Ze |AE| = |AF]|.

V konvexnom Stvoruholniku ABCD plati |2ABC| = |XACD| a |XACB| = |<ADC|. Predpokladajme, Ze stred O
kruznice opisanej trojuholnika BCD je rozny od bodu A. Dokazte, Zze uhol OAC je pravy.

Nech ABCD je tetivovy Stvoruholnik s navzajom kolmymi uhloprieckami. Oznacme postupne p, g kolmice
z bodov D, C na priamku AB a dalej X priesecnik priamok AC a p a Y priesecnik priamok BD a q. Dokazte, ze
XYCD je kosoStvorec.
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Sucet deviatich navzdjom réznych ¢islic je 42. Ktoré su to ¢islice?

Navzajom rozne Cislice a, b, ¢, d spiﬁajﬁ rovnost a + b + ¢ + 6 = d. Ktoré su to ¢islice?

Patmiestne cislo obsahuje kazdu z Cislic 1, 3, 5, 7, 9 prave raz a sucet prvych troch cislic tohto ¢isla je rovny
suctu poslednych troch cislic. Kol'ko je takych cisel?

Ak by sme v zadani stutaznej ulohy pozadovali, aby sa uvazované sucty cislic rovnali 9 namiesto 10, tak by
vyhovujuce cislo neexistovalo. Dokazte.

Patmiestne cislo obsahuje kazdu z Cislic 0, 1, 3, 5, 8 prave raz a sucet prvych troch ¢islic tohto ¢isla je rovny
suctu poslednych troch ¢islic. Urcte Cislicu na mieste stoviek takého cisla.

Najdite vSetky Stvormiestne Cisla abcd s cifernym suctom 12 také, ze ab—cd = 1.
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N3ajdite minimum funkcie f, kde f(x) = x(x + 6).
Urcte pocet rieSeni rovnice x(x + 6) = k v zavislosti na realnom parametri k.
Nadrtnite grafy funkcii f a g, kde f(x) =x-|x + 6]ag(x) = x - |x — 6|.
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V obore redlnych ¢&isel rieste rovnicu (a — 2)x? — 2ax + 2a — 3 = 0, kde a je realny parameter.

Najdite vSetky dvojice (a, b) realnych parametrov, pre ktoré ma sustava rovnic |x| +y = a, 2 |y| —x = b prave
tri rieSenia v obore realnych ¢isel, a pre kazdu z nich tieto rieSenia najdite.

V kartezianskej sistave suradnic znazornite mnozinu vSetkych bodov (u, v), kde u > 0, pre ktoré ma rovnica
|x2 - ux| + vx — 1 = 0 s neznamou x prave tri rozne realne rieSenia.

Urcte najmensie realne c¢islo m, pre ktoré je mozné najst realne Cisla a, b tak, aby nerovnost’ |x2 +ax + b| <m
platila pre kazdé x z intervalu [0, 2].

5

N1 Pripomeiite si vetu o stredovom a obvodovom uhle a jej dokaz.

N2 V pravidelnom n-uholniku 4,4, ... 4,, kde n = 7, so stredom S vyjadrite v zavislosti na ¢isle n vel'’kosti uhlov
A{SA;, A1A3A,, A1 A As.

N3 UvaZujme pravidelny n-uholnik A; A, ... A,,. DokaZte, Ze obraz vrcholu 4, _; v osovej simernosti podla priamky
A; Ay lezi na priamke A; Ay, ak i, k, | st prirodzené Cisla splitujuce l < k < k+ [ <i <n.

N4 V situdcii zo sttaznej tlohy dokazte, Ze ak n > 5, tak bod A% lezi vnutri Gsecky A, Ay.

D1 Urcte, pre ktoré celé ¢islan, také, ze n > 3, plati: V pravidelnom n-uholniku 4, A, ... A,, so stredom S rozpoluje
uhlopriecka A; A5 Usecku 4,S.

D2 Jedany pravidelny sedemuholnik ABCDEF G.Priamky AB a CE sa pretinaju v bode P. Urcte velkost uhla PDG.

D3 Je dany pravidelny sedemuholnik ABCDEF G. Kolmica vedena bodom D k priamke DE pretina priamky CG
a AB postupne v bodoch P a Q. Dokézte, ze |AQ| + |EF| = |GP|.

D4 Majme pravidelpy 18-uholnik A; 4, ... A;g. UkaZte, Ze obrazec ohraniceny uhloprieckami 4,4, A3A;5, AgA12
a A19A47 je obdlznik, ale nie Stvorec.

6

N1 RieSte sutaznu dlohu pre Sachovnicu1 x 7.

N2 Rieste sutaznu ulohu pre Sachovnicu 2 X 2.

N3 Vsutaznej tlohe pre Sachovnicu 3 X 3 ukazte, Ze jej prostredné policko bude po I'ubovolnom pocte tahov tvorit
jednoprvkovu skvrnu.

N4 V sttaZnej dlohe pre vSeobecnu Sachovnicu m X n najdite vSetky dvojice ¢iernych policok, ktoré je mozné
konecnym poctom tahov presunut tak, aby spolu susedili stranou.

D1 V rade 2021 ¢iernych a bielych polic¢ok je prvé Cierne a kazdé dalSie ma inu farbu neZ to predoslé. Jednym
krokom rozumieme vzajomnud vymenu jedného bieleho a jedného Cierneho policka, ktoré spolu nemusia su-
sedit. Aky najmensi pocet krokov potrebujeme, aby Cierne policka vytvorili jednu skvrnu?

D2 UvaZujme Sachovnicu 8 X 8 s obvyklym ofarbenim policok. Vjednom kroku moZeme ,prevratit* farby vSetkych

poli¢ok jedného riadku, jedného stipca alebo jedného $tvoréeka 2 x 2. Mézeme po koneénom poéte krokov
dojst k Sachovnici s jedinym ¢iernym polickom?
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Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie B

1

N1 Pre dané prvocislo p najdite vietky dvojice celych ¢isel ¢ a d, pre ktoré platic > d a cd = p?.
RieSenie:
PretoZe +1, +p a +p? st jediné delitele &isla p?, rozloZit' p? na sti¢in dvoch réznych celych &isel je moZné
dvoma spdsobmi,ato 1-p?a (—1) - (—p?).

N2 Najdite vetky rieSenia (p, q) rovnice p? = g% — 28q + 52 v kladnych celych &islach také, Ze p je prvodislo.
RieSenie:
Po rozklade pravej strany rovnice na si¢in mame p? = (q — 2)(q — 26). PretoZe platiq — 2 > q — 26, sme
v situécii z tlohy N1. MoZnostiq —2 = p? Aq—26 = laq—2 = —1Aq — 26 = —p? vedd krieSeniam (5, 27)
a(5,1).

D1 Urcte v3etky dvojice prvodisel p a g, pre ktoré plati p + g% = q + p3.
Riesenie:
55. ro¢nik, B, krajské kolo, 1 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=238).

D2 Ur¢te v3etky dvojice prvocisel p a g, pre ktoré plati p + q? = q + 145p?.
RieSenie:
55. ro¢nik, C, krajské kolo, 4 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=241).

D3 Najdite vSetky trojice a, b, ¢ kladnych celych ¢isel takych, Zze (a + b) (b 4 ¢)(c + a) je rovné mocnine niektorého
prvocisla.
RieSenie:
69. rocnika, A, doméce kolo, navodna tloha N2 6 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3379).

D4 Nijdite vSetky trojice (p, q, ) prvocisel, pre ktoré plati (p + 1)(q + 2)(r + 3) = 4pqr.
Riesenie:
60. rocnik, A, celostatne kolo, 2 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=384).

2

N1 Ak v konvexnom $tvoruholniku PQRS plati PQ || RS a |QR| = |PS|, tak PQRS je rovnoramenny lichobeZnik
alebo rovnobeznik. Dokazte.
Riesenie:
Rozlisme, ¢i okrem oboch podmienok zo zadania plati eSte |PQ| = |RS|. Ak ano, trojuholniky PQR a RSP
su zhodné podla vety sss, a tak sd zhodné striedavé uhly PRQ a RPS; plati preto QR || PS Cize PQRS je
rovnobeznik. V pripade, ked' |PQ| # |RS|, méZeme vzhladom na symetriu predpokladat, Ze |PQ| > |RS]|.
Vtedy vnitri strany PQ zvolime bod T tak, aby platilo |PT| = |RS|. Spolu s PT || RS to potom znamena, Ze
konvexny stvoruholnik PTRS je rovnobeznik. Z neho a z trojuholnika TQR vidime, Ze PS || TR } QR, takze
PQRS je rovnoramenny lichobeznik.

N2 Uvazujme situaciu zo sutaznej ulohy. Najdite dva rovnoramenné lichobezniky s vrcholmi v bodoch 4, B, C, D,
E,F.
RieSenie:
BFCD aBFCE.
Plynie to z tvrdenie uvedeného v tlohe N1.

N3 Dokazte zname tvrdenie o zhodnosti uhloprie¢ok kazdého rovnoramenného lichobeznika.

Riesenie:

Majme rovnoramenny lichobeznik PQRS s dlhSou zakladiiou PQ a pokracujme v tivahach z rieSenia tlohy N1:
PretoZe v trojuholniku TQR mame |[TR| = |QR|, uhol RQT je zhodny s uhlom RTQ, ktory je zhodny aj so stihlas-
nym uhlom SPQ. LichobeZnik PQRS tak ma zhodné oba vnutorné uhly pri zakladni PQ, a preto poZadovana
rovnost |PR| = |QS]| plynie z trojuholnikov PQR a QPS, zhodnych podla vety sus.
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Nech D je lubovolny vnutorny bod strany AB trojuholnika ABC. Na polpriamkach BC a AC zvolme postupne
body E a F tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| = |AF|. DokéZte, Ze body C, E, F a stred kruznice vpisanej do
trojuholnika ABC lezia na tej istej kruznici.

RieSenie:

63. ro¢nik, B, domace kolo, 3 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=1008).

V ostrouhlom trojuholniku ABC st AA’ a BB' jeho vysky. Kolmy priemet bodu A’ na vy$ku BB’ ozna¢me D.
Predpokladajme, Ze kruznica prechadzajica bodmi B, C, D pretne stranu AC v jej vnitornom bode E. Dokazte,
ze |DE| = |AA|.

Riesenie:

70. ro¢nik, B, domace kolo, 3 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3472).

Je dany pravouhly trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C. Nech D je l'ubovolny vnitorny bod odvesny
AC ap kolmica z bodu D k prepone AB. Ozna¢me E bod priamky p rozny od D a taky, ze body 4, B, D, E lezia
na kruznici. Oznaéme es$te F priese¢nik priamok p a BC. Dokazte, 7e |AE| = |AF|.

RieSenie:
70. ro¢nik, B, krajské kolo, 3 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3604).

V konvexnom $tvoruholniku ABCD plati |*ABC| = |€ACD| a|<ACB| = |*ADC|. Predpokladajme, Ze stred O
kruZnice opisanej trojuholnika BCD je rozny od bodu A. DokaZte, Ze uhol OAC je pravy.

Riesenie:
67.rocnik, A, doméce kolo, 5 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=2532).

Nech ABCD je tetivovy Stvoruholnik s navzajom kolmymi uhloprieckami. Oznacme postupne p, g kolmice
zbodov D, C na priamku AB a dalej X priesecnik priamok AC a p aY priesecnik priamok BD a q. Dokazte, ze
XYCD je kosoStvorec.

RieSenie:
Cesko, 55. ro¢nik, A, doméce kolo, 3 (https://www.matematickaolympiada.cz/media/440695/A55i.pdf).
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Sucet deviatich navzajom réznych Cislic je 42. Ktoré su to Cislice?

RieSenie:

Pretoze 0 + 1 + 2 + --- + 9 = 45, st to vSetky ¢islice okrem 45 — 42 ¢ize 3.

Navzajom rozne Cislice a, b, ¢, d spiﬁajﬁ rovnost a + b + ¢ + 6 = d. Ktoré su to ¢islice?
RieSenie:

{a,b,c} =1{0,1,2}ad =09.

Plynie to z nerovnostia+b+c>0+1+2=3ad <09.

Patmiestne Cislo obsahuje kazdu z ¢islic 1, 3, 5, 7, 9 prave raz a sucet prvych troch ¢islic tohto ¢isla je rovny
suctu poslednych troch ¢islic. Kol'ko je takych cisel?

RieSenie:

Cisloso zapisom abcde,kde{a, b,c,d, e} = {1, 3,5,7,9}, je vyhovujuci, prave ked platia+b+c = c+d+e Cize
a+b = d+e.Zposlednej rovnosti dvoch parnych ¢isel plynie, Ze sucet Cisel v Stvorprvkovej mnozine {a, b, d, e}
je delitelny Styrmi, takZe z piatich podmnozin prichadzaji do uvahy iba tri: {3,5,7,9},{1,3,7,9}a {1,3,5,7}.
Zodpoveda im vZdy jediné rozdelenie na dve dvojice s rovnakym stétom:3+9 =5+ 7,resp.1+9 =3+ 7,
resp. 1+ 7 = 3+ 5. Kazdu vyhovujucu Stvoricu (a, b, d, e) teda ur¢ime tak, Ze najprv vyberieme jednu z tychto
rovnosti (3 moZnosti), potom jednu jej stranu priradime mnozine {a, b} a druht stranu mnozine {d, e} (2
moznosti) a nakoniec rozhodneme, ktory z dvoch priradenych scitancov je a a ktory z dvoch priradenych
scitancov je d (2 - 2 Cize 4 moznosti). Hladany pocet vyhovujucich Cisel je teda 3 - 2 - 4 Cize 24.

Ak by sme v zadani stitaznej tlohy pozadovali, aby sa uvazované stucty cislic rovnali 9 namiesto 10, tak by
vyhovujuce cislo neexistovalo. Dokazte.

RieSenie:
Pripustme existenciu vyhovujuceho ¢isla so zapisom abcdef ghi, a nezastipenu cislicu ozna¢me j. Potom
plati

36=4-9=(@+b+c)+(c+d+e)+(e+f+g)+(g+h+i)=
=(a@a+b+c+d+e+f+g+h+i+tj)—j+(ct+te+yg)=
=45—-j+(c+e+g)=245-9+(0+1+2) =39,
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ato je spor.

Patmiestne ¢islo obsahuje kazdu z ¢islic 0, 1, 3, 5, 8 prave raz a sucet prvych troch ¢islic tohto ¢isla je rovny
suctu poslednych troch ¢islic. Urcte Cislicu na mieste stoviek takého cisla.

Riesenie:

Pre také ¢islo abcde sa rovnako ako v ilohe N3 odvodi podmienka a + b = d + e. UkdZeme, Ze pri zadanych
Cisliciach to musi byt rovnost typu 0 + 8 = 345 (,typu” znamend ,,aZ na poradie sc¢itancov aj oboch stuctov”).
Najskdr rozhodneme, ¢i Cislice a, b (a teda Cislice d, e) maju rovnaku paritu. PretoZze mame k dispozicii dve
parne cislice 0, 8 a tri neparne ¢islice 1, 3, 5, v pripade roznych parit ¢islic v oboch dvojiciach (a, b) a (d, e)
by rovnost a + b = d + e bola typu 0 + x = 8 + y s vhodnymi c¢islicami x a y z {1, 3,5}, Co je zrejme spor.
V oboch dvojiciach (a, b) a (d, e) su teda Cislice tej istej parity, takze zrejme su to raz dve parne a raz dve
neparne cislice. Rovnost a + b = d + e je tak nutne typu 0 + 8 = x + y, kde zrejme x = 3 ay = 5. Odtial
plynie {a, b,d, e} = {0, 3,5, 8}. Cislica ¢ na mieste stoviek teda nutne musi byt ,zvySnd“ ¢islica 1. Dodajme, Ze
skimané patmiestne ¢islo skuto¢ne existuje, a to napr. 80135.

N3jdite vSetky Stvormiestne ¢isla abced s cifernym suctom 12 také, Ze ab—cd = 1.
Riesenie:
69. rocnik, C, domace kolo, 1 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3388).
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Najdite minimum funkcie f, kde f(x) = x(x + 6).
RieSenie:
Kvadraticka funkcia s kladnym koeficientem pri x2, ktord ma dva realne korene, nadobtida svoje minimum

presne uprostred medzi tymito korefimi, v danom pripade medzi bodmi 0 a —6 ¢iZe v bode —3, hladana hod-
nota je vtedy —9.

Je tieZ mozné vyuzit' identitu x(x + 6) = (x + 3)% — 9.

UrcCte pocCet rieSeni rovnice x(x + 6) = k v zavislosti na redlnom parametri k.

Riesenie:

Grafom kvadratickej funkcie na I'avej strane rovnice je parabola. Podla N1 nadobuida tato funkcia minimalnu
hodnotu —9. Odtial’ plynie, Ze rovnica ma v pripade k = —9 jedno rieSenie, v pripade k > —9 dve rieSenia
a v pripade k < —9 nema Ziadne rieSenie.

Nadrtnite grafy funkcii f a g, kde f(x) =x-|x + 6]ag(x) = x - |x — 6|.
Riesenie:

\J
\J

f g

V obore realnych ¢isel rieste rovnicu (a — 2)x? — 2ax + 2a — 3 = 0, kde a je realny parameter.

Riesenie:

Ako algebraické, tak geometrické rieSenie nél' dete na stranach 45-50 brozury O rovnicich s parametry (https:
//dml.cz/handle/10338.dmlcz/403490) zo Skoly mladych matematikov.

Néjdite vSetky dvojice (a, b) realnych parametrov, pre ktoré ma ststava rovnic |x| +y = a, 2 |y| —x = b prave
tri rieSenia v obore realnych ¢isel, a pre kazdu z nich tieto rieSenia najdite.

Riesenie:
66. rocnik, B, domace kolo, 2 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=2242).
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D4

V kartezianskej stustave stiradnic znazornite mnoZzinu vsetkych bodov (u, v), kde u > 0, pre ktoré ma rovnica
|x2 - ux| + vx — 1 = 0 s nezndmou x prave tri rozne realne rieSenia.

Riesenie:
52. ro¢nik, B, domace kolo, 6 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=266).

Ur¢te najmensie realne ¢islo m, pre ktoré je moZné najst realne ¢isla a, b tak, aby nerovnost' |x? + ax + b| <m
platila pre kazdé x z intervalu [0, 2].

RieSenie:
65. rocnik, A, domace kolo, 2 http://www.skmo.sk/dokument.php?id=1728).

N1

N2

N3

N4
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Pripomerite si vetu o stredovom a obvodovom uhle a jej dokaz.

RieSenie:

Pozri strany 3-4 broZury KruZnice (https://www.dml.cz/dmlcz/403592) zo Skoly mladych matematikov alebo
tieZ komentovany vyklad na https://www.youtube.com/watch?v=REi-iU5500g.

V pravidelnom n-uholniku A4, ... A,, kde n = 7, so stredom S vyjadrite v zavislosti na ¢isle n vel'’kosti uhlov
A SA,, A1A3A5, A1 A4 As.

RieSenie:

|«A.SA,| = 360°/n, |[<A,A34,] = 180°/n (podla vety o stredovom a obvodovom uhle) a |€4,4,45| =
|€A14,4,| + [€4A,45| + |2A34,A,] + |XA4A, 45| = 720° /n.

Uvazujme pravidelny n-uholnik 4, 4, ... A,,. Dokazte, Ze obraz vrcholu A;_; v osovej simernosti podla priamky
A;Ay lezi na priamke A; Ay, ak i, k, I st prirodzené ¢isla splitujuce l < k <k + 1 <i < n.

RieSenie:

Podobne ako v N2 ukdzeme, Ze | %Ay _;A;Ax| =1-180°/n = |XAkA;Ak+;], a sme hotovi.

V situdcii zo sutaznej ilohy dokazte, Ze ak n = 5, tak bod Aj leZ{ vnitri Gsecky A, A,.

Riesenie:

Vyuzite to, Ze polpriamka A,A4, je os uhla A3A,A; a Ze |A3A,4| < |A1A4|, lebo v trojuholniku A;A5A, plati
|€A A1 43| < |XA1A3A4].

Urcte, pre ktoré celé ¢islan, také, ze n > 3, plati: V pravidelnom n-uholniku 4, A4, ... A, so stredom S rozpoluje
uhlopriecka A 45 usecku 4,S.

RieSenie:

A1A,A3S je deltoid, v ktorom sa uhlopriecky navzajom rozpoluju, je to teda kosoStvorec. Preto plati |[SA,| =

|SA;| = |A14;], takZze SA{ A, je rovnostranny trojuholnik, preto n = 6. Toto n naopak zrejme vyhovuje, lebo
A1A,A3S je vtedy kosostvorec.

CPS]J, 2021 (https://skmo.sk/dokumenty.php?rocnik=70)

Je dany pravidelny sedemuholnik ABCDEF G.Priamky AB a CE sa pretinaji v bode P. Urcte vel'’kost uhla PDG.
Riesenie:

Oznac¢me Q priesecnik uhlopriecok DG a CE. Zo simernosti pravidelného sedemuholnika plynie AB || CG,

AC || DG a AG || CE. Takze APCG a ACQG su rovnobezniky, a preto zhodné tsecky AG, CD su zhodné aj
s useckami CP a CQ. Bod C je tak stredom usecky PQ a podla Talesovej vety je uhol PDQ Cize PDG pravy.

Je dany pravidelny sedemuholnik ABCDEFG. Kolmica vedena bodom D k priamke DE pretina priamky CG
a AB postupne v bodoch P a Q. Dokézte, Ze |AQ| + |EF| = |GP]|.

RieSenie:

70. ro¢nik, B, domace kolo, 5 (http://www.skmo.sk/dokument.php?id=3472).

Pol'sko, OM]/OMG, 2010 (https://omj.edu.pl/zadania)

Majme pravidelpy 18-uholnik A4, ... A1g. UkaZte, Ze obrazec ohraniceny uhloprieckami 4,4, A3A45, AgA12
a AqpA17 je obdlznik, ale nie Stvorec.

RieSenie:

A2A7 ” A10A17 plyrlle Z toho, 2e |{A7A2A10| = i . 1800 = |<A2A10A17|. Podobne A3A15 " A6A12. OZnaéme

18
X prieseénik A,A; s AgA;,. Pretoze |2A4,A,44| = 1is - 180° a |¥A4,44412| = % - 180°, plynie z trojuholnika
XA, Aq, Ze |QXAgXA,| = % -180° = 90°, t.j. AgA12 L A,A,. Kym vzdialenost stran AgA,,, AzA 5 je rovna
|A1,A15| (lebo Gsecka A;,A,5 je na obe strany kolm4, pretoZe je rovnobezna s A, A7), tak vzdialenost zosta-
vajucich dvoch stran je mensia nez |A;,445]| ¢ize |A; A1, pretoZe Gsecka A; A, na ne kolma nie je.
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Rieste sutaznu ulohu pre sachovnicu 1 x 7.

Riesenie:

VSetky cierne polia je moZné lahko spojit do jednej Skvrny.

Rieste sutaznu ulohu pre Sachovnicu 2 X 2.

RieSenie:

Dve ¢ierne polia budu vzdy v protilahlych rohoch, vzdy teda budu tvorit dve Skvrny.

V sttaznej ulohe pre Sachovnicu 3 X 3 ukazte, Ze jej prostredné policko bude po I'ubovolnom pocte tahov tvorit
jednoprvkovi Skvrnu.

Riesenie:

Prostredné poli¢ko bude vZdy vo svojom riadku aj vo svojom stipci jedinym ¢iernym poli¢kom, takze nikdy
nebude stranovo susedit so Ziadnym inym ¢iernym polickom.

V sttaznej ulohe pre vSeobecnu Sachovnicu m X n najdite vSetky dvojice ¢iernych policok, ktoré je mozné
konec¢nym poctom tahov presunut tak, aby spolu susedili stranou.

RieSenie:

Ide o prave tie dvojice ¢iernych poli¢ok, ktoré leZia v jednom riadku alebo v jednom stipci. Skuto¢ne, ak leZia
vrovnakom riadku (stlpci), vysta¢ime s jednou vzajomnou vymenou dvoch stlpcov (riadkov). Ak leZia, naopak,
v dvoch réznych riadkoch aj dvoch réznych stlpcoch, tak tento fakt sa nezmeni po ziadnom tahu.

V rade 2021 ¢iernych a bielych policok je prvé ierne a kazdé dalSie ma int farbu nez to predoslé. Jednym
krokom rozumieme vzajomnu vymenu jedného bieleho a jedného Cierneho policka, ktoré spolu nemusia su-
sedit. Aky najmensi pocet krokov potrebujeme, aby Cierne policka vytvorili jednu Skvrnu?

RieSenie:

505 krokov staci, ¢ierne policka na neparnych pozicidch 1013 az 2021 presunieme na parne pozicie 2 az
1010. Menej nestaci, pretoze povodne je Skvin 1011 a kazdym krokom sa pocet skvin zmensi najviac o 2
(najviac dve skvrny sa spoja do jednej a najviac jedna Skvrna zanikne, pripadné zmeny ostatnych skvin ich
pocet neznizuju).

UvaZujme Sachovnicu 8 X 8 s obvyklym ofarbenim policok. Vjednom kroku mézeme ,prevratit“ farby vsetkych
policok jedného riadku, jedného stlpca alebo jedného Stvorceka 2 X 2. M6Zeme po kone¢nom pocte krokov
dojst k Sachovnici s jedinym ¢iernym polickom?

RieSenie:

Nie. Uvedomte si totiZ, Ze pocet ¢iernych policok sa v kazdom kroku zmeni o parny pocet, teda zostane parny
po l'ubovolnom pocte krokov.




