MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

RieSenia uloh krajského kola kategorie A

1 Je moZné vyplnit tabul'ku 8 X 8 Sestkami a sedmickami tak, aby sucet ¢isel v kazdom riadku bol delitelny piatimi
a sucet ¢isel v kazdom stipci bol delitelny siedmimi?

(Josef Tkadlec)
Riesenie:
Nie je to mozné, dokaz urobime sporom.

Predpokladajme teda, Ze tabul'ku 8 X 8 mame pozadovanym spdsobom vyplnenu. Postupne zistime, kol'’ko riad-
kov a stlpcov obsahuje kol'ko $estiek a sedmiciek. Spor nakoniec vyplynie z toho, Ze také kombinacie poétov
sa nedaju dosiahnut.

Zamerajme sa najskor na lubovolny riadok vyplnenej tabul’ky. Sticet vSetkych cisel v iom je aspoii 8 - 6 Cize 48
ananajvys 8- 7 ¢ize 56. KedZe je to podla predpokladu nasobok piatich, musi byt rovny jednému z ¢isel 50 alebo
55.Zrejme je v prvom pripade v riadku 6 Sestiek a 2 sedmicky, v druhom pripade viom je 1 Sestka a 7 sedmiciek.
Podobne stéet vietkych ¢isel v Iubovolnom stipci je podla zadania nasobok siedmich opat z mnoZiny {48, ..., 56},
musi byt preto rovny jednému z &isel 49 alebo 56. Zrejme je v prvom pripade v stipci 7 $estiek a 1 sedmicka,
v druhom pripade je v iiom je 8 sedmiciek a 0 Sestiek. (OkamzZite to vyplyva aj z ivahy, Ze pocet Sestiek v kazdom
stipci musi byt delitelny siedmimi.)

Skiimajme dalej iba pocty Sestiek (rovnako ispesne mozno pracovat iba s poctami sedmiciek). Vzhladom na ich
vyssie uréené mozné pocty oznacime k pocet riadkov, ktoré obsahujt 6 Sestiek, a I pocet stipcov, ktoré obsahuji
7 $estiek. Ako vieme, zvy$nych 8 — k riadkov obsahuje 1 $estku a zvy$nych 8 — [ stipcov obsahuje 0 3estiek.
Prehladne to zachytime na tomto obrazku (poradia riadkov ani stipcov nie st podstatné):

k-krat

6 Sestiek

(8 — k)-krét

1 Sestka

7 Sestiek 0 Sestiek
[-krat (8 — I)-krat

Najskor ukaZeme, Ze k = | = 4 (ako mame na obrazku). Z poéitania po stipcoch vyplyva, Ze celkovy pocet Sestiek
v tabul'ke je 71, teda ndsobok siedmich, ktory je z po¢itania po riadkoch rovny k - 6 + (8 — k) - 1 = 5k + 8. KedZe
k € {0, ..., 8}, c¢islo 5k + 8 je delitelné siedmimi zrejme iba v pripade k = 4, ked' je rovné 28. To vSak uz znamena,
Zeajl = 4.

Situacia k = | = 4 vSak nastat nemdZe (ako napoveda pohlad na nasu tabul'ku): Z rovnosti [ = 4 vyplyva, Ze
v 4 stipcoch nie je Ziadna $estka, takZe v Ziadnom riadku nemédzu byt viac ako 4 $estky. To je v spore s rovnostou
k = 4, ktora znamena, Ze v 4 riadkoch je Sestiek dokonca 6.

Poznamka:

Poznatok, Ze k = | = 4, moZno odvodit aj nasledujicou tvahou o sucte S vsetkych ¢isel v tabul'ke: KedZe sucet
Cisel vkazdom riadku je delitelny piatimi, je aj ¢islo S delitelné piatimi. Rovnakou ivahou pre scitanie po stlpcoch
zistime, Ze Cislo S je tieZ delitelné siedmimi. KedZe cisla 5 a 7 st nesudelitelné, je sucet S delitelny aj ¢islom
5 - 7 Cize 35. NavySe zo scCitania po riadkoch (8 sc¢itancov, kazdy, ako vieme, rovny 50 alebo 55) zistujeme, ze
400 = 8-50 < S < 8-55 = 440. Jediny vyhovujuci ndsobok ¢isla 35 vyhovujtci tymto podmienkam je 420.
Preto S = 420, takZe pocet Sestiek n platin - 6 + (64 —n) - 7 = 420, z Coho n = 28. V celej tabulke je tak 28
Sestiek (a 36 sedmiciek), o uzvediekk =1 = 4.

Pokyny:

V netplnych rieSeniach (vratane pokusov o dokaz sporom) ocerite Ciastkové vysledky nasledovne:



A Spravna (t. . negativna) odpoved’ (aj bez zdovodnenia, avsak slovne zapisana): 1 bod.
B1 Urcenie oboch moznosti (6,2) a (1, 7) pre pocty Sestiek a sedmiciek v kazdom riadku: 1 bod.
B2 Uréenie oboch moznosti (7,1) a (0, 8) pre pocty Sestiek a sedmiciek v kazdom stipci: 1 bod.
B3 Dokaz, ze k = | = 4,t.j. %e prave $tyri riadky st typu (6, 2) a prave $tyri stipce st typu (7, 1), pozri B1, resp.
B2): 2 body.
B4 Spor v pripade k = [ = 4: 1 bod.
C Spor v kazdom z pripadov, ked neplati k = [ = 4: 5 bodow.

Celkovo potom dajte maximalnu hodnotu z A, zo suctu v bodoch B1, B2, B3,B4 azC.

Uréovanie poctov Sestiek a sedmiciek v jednom riadku alebo stipci (¢i v celej tabul'ke) podla ich zadaného stétu
je natol’ko zrejmé, Ze ho nie je nutné opisovat' (ako sme to urobili my az pre sucet Cisel v celej tabul’ke v poznamke
za rieSenim).

V obore kladnych realnych ¢isel rieste stistavu rovnic
x2+2y% = x+2y+3z
y? +2z% = 2x + 3y + 4z,
z? 4+ 2x% =3x + 4y + 5z.

(Patrik Bak)
RieSenie 1:
VSimnime si, Ze prava strana druhej rovnice je aritmetickym priemerom pravych stran zvysnych dvoch rovnic.
Ak preto odcitame od suctu prvej a tretej rovnice dvojnasobok druhej rovnice, vyjde rovnica s nulovou pravou
stranou
(x? + 2y2) + (2% + 2x%) — 2(y? + 22%) = 0,
tize 3x? — 3z2 = 0. KedZ%e x a z su kladné &isla, vyplyva z toho x = z. Po dosadeni x za z sa zmeni pdvodna
sustava na tvar
x2+2y? =4x+2y =22x +Yy),
2x%2 +y? =6x +3y =302x +y),
3x? = 8x + 4y = 4(2x + y).
Porovnanim prvej a tretej rovnice dostavame 2(x2 + 2y?) = 4(2x + y) = 3x?, teda x? = 4y?, z ¢oho vzhladom
nax,y > 0 vyplyva x = 2y. Po dosadeni 2y za x sa zmeni upravena sustava na tvar

6y? = 10y,
9y? =15y,
12y? = 20y.

KedZe y # 0, je kazda z troch rovnic ekvivalentna s y = 5/3. Vzhladom na odvodené vztahy x = 2y az = x tak
plati (x,y,z) = (10/3,5/3,10/3). Sktiska pri tomto postupe nie je nutna.
Riesenie 2:

Na danu stistavu sa mdZeme pozerat’ ako na ststavu troch linearnych rovnic s neznamymi x2, y?, z? a parame-

. s v s 3x+4y+5z +2z 3x+4y+5z
trami x, y, z. Jej rieSenim dostaneme x? = Ty' y? = yT’ 72 = Ty 7 toho x% = z%,tedax = z.
. , . . 8x+4 4(2x+ 2x+ Ce
Po dosadeni x za z tak z odvodenych vyjadreni dostaneme x? = Ty = % ay? = Ty Teraz vidime, Ze

x? = 4y?, &ize x = 2y. Dalej uz postupujeme rovnako ako v prvom rie$eni.
Poznamka:
Zmienme sa eSte o inych dosledkoch zadanej stustavy rovnic, ktorymi su kvadratické rovnice pre dve z troch
neznamych x, y, z. Ak napriklad od dvojnasobku tretej rovnice od¢itame druhu rovnicu, dostaneme
4x2 —y2 =2Bx + 4y +5y) — (2x + 3y + 4z) = 4x + 5y + 62.

Ak sem dosadime za z (¢i rovno za 3z) z prvej rovnice, ziskame pre nezname X, y po jednoduchej iprave kvad-
ratickd rovnicu 2x? — 5y? = 2x + y. Podobne po od¢itani tretej rovnice od dvojnasobku prvej rovnice mozno
pouzitim druhej rovnice ziskat pre nezndme y, z rovnicu 3y? = y + 2z. Najlepsi vysledok v3ak d4va od¢itanie
prvej rovnice od dvojnasobku druhej rovnice, ked’ s prihliadnutim na tretiu rovnicu ziskame pre nezname x, z
rovnicu x? — z2 = 0.

Pokyny:

V netplnych rieseniach ohodnotte ¢iastkové vysledky nasledovne:



A1 Uvedenie rieSenia (10/3,5/3,10/3) (aj bez zdovodnenia): 1 bod.

A2 Odvodenie asponi jednej z kvadratickych rovnic pre dve nezndme, ktora nie je désledkom vztahovx = 2y =
z, ako napr. 2x? — 5y? = 2x + y alebo 3y? = y + 2z: 1 bod.

B1 Odvodenie vztahu x = z: 3 body.
B2 Odvodenie vztahu x = 2y alebo z = 2y: 2 body.

Celkovo potom dajte maximalnu hodnotu zo stctu bodov z A1 az A2 a zo suctu bodov z B1 a z B2.

Ak riesitel eliminuje jednu z nezndmych, napriklad z, a to tak, Ze vyjadrenie z z prvej rovnice dosadi do zvy$nych
dvoch rovnic, Ziadny bod neudelujte, ak nie je pri pokuse o rieSenie ziskanej sustavy dvoch rovnic stvrtého stupna
o dvoch neznamych dosiahnuty vyznamny pokrok, akym su vztahy z A2, B1 ¢i B2.

Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC so zakladiiou AB a bod P vnutri jeho vy$ky z vrcholu C. Priamka AP
pretina kruZnicu opisanu trojuholniku ABC v bode Q r6znom od A. Rovnobezka so zakladiiou AB vedena bodom
P pretina rameno BC v bode R. Dokazte, Ze polpriamka QR je osou uhla AQB.

(Jaroslav Svréek)
Riesenie 1:
Z rovnobeznosti PR a AB a zo zhodnosti obvodovych uhlov BAQ a BCQ v kruznici k opisanej trojuholniku ABC

vyplyva zhodnost uhlov RPQ aRCQ.Body P, R, Q a C tedalezia vtomto poradi najednej kruznici, t. . Stvoruholnik
PRQC je tetivovy.

V kruZznici opisanej Stvoruholniku PRQC st zhodné obvodové uhly PQR a PCR.
C

9

(s

Uhol PCR je vsak tiez zhodny s uhlom PCA, lebo v rovnoramennom trojuholniku lezi vyska z hlavného vrcholu
na osi vnutorného uhla. Napokon s prihliadnutim na zhodné obvodové uhly ACB a AQB v kruznici k dokopy
dostavame

1 1
|[<PQR| = |4PCR| = 3 |¥ACB| = > |<AQBI,

a preto polpriamka QR je osou uhla AQ B, ako sme mali dokazat.

Riesenie 2:

Najprv rovnako ako v 1. rieSeni ukazeme, Ze Stvoruholnik PRQC je tetivovy.
Oznacme S taky bod, Ze usecka CS je priemerom kruZznice k.

S

KedZe Stvoruholnik PRQC je tetivovy, je pravy nielen uhol CPR, ale aj uhol CQR, navySe je pravy aj uhol CQS
v kruznici k. Zhodnost uhlov CQR a CQS znamen4, Ze polpriamky QR a QS splyvajd. Vdaka rovnosti |AC| =
|BC| plati aj rovnost |AS| = |BS|, teda bod S je stredom toho oblika AB kruZnice k, ktory neobsahuje bod Q.
Polpriamka QS CiZe QR je tak naozaj osou uhla AQB, lebo zhodnym oblikom AS a BS kruZnice k prislichaju
zhodné obvodové uhly AQS a BQS.



RieSenie 3:
Ulohu vyrie$ime, ked’ dokaZeme, Ze bod R je stredom kruZnice vpisanej trojuholniku PBQ. Na to sta¢i overit, Ze
polpriamky PR a BC st osami vnutornych uhlov BPQ, resp. PBQ

¢ Potrebnu zhodnost uhlov BPR a QPR odvodime z toho, Ze PR || AB a Ze AB je zakladiia rovnoramenného
trojuholnika ABP. Z toho uZ mame

|<BPR| = |«PBA| = |<PAB| = |<QPR|.

¢ Potrebnt zhodnost uhlov PBC a QBC odvodime z toho, Ze uhol PBC je podla osi CP simerne zdruZeny
s uhlom PAC aze QAC a QBC st zhodné obvodové uhly v kruznici k. Z toho uz mame

|%PBC| = |<PAC| = |2QAC| = |<QBC].

Pokyny:

V netplnych rieSeniach ohodnotte ¢iastkové vysledky nasledovne:
A1 Stvoruholnik PRQC je tetivovy: 3 body s dékazom, 0 bodov bez dékazu.
A2 Dokoncenie dékazu za predpokladu A1 (aj nedokizaného): 2 body.
B1 Polpriamka PR je osou uhla BPQ: 2 body s d6kazom, 0 bodov bez dékazu.
B2 Polpriamka BC je osou uhla PBQ: 2 body s dokazom, 0 bodov bez d6kazu.
B3 Dokoncenie dokazu za predpokladov B1 a B2 (aj nedokazanych): 1 bod.

Celkovo potom dajte maximalnu hodnotu zo stic¢tu bodov z A1 a A2 a zo stuctu bodov z B1, B2 a B3.

Dokazte, Ze kazda nekonecna postupnost (ag, a4, a,, ...) celych Cisel taka, Ze platiay, = 1 a
an+1 € {2022a, —1,2022a, + 1}

pre vSetky indexy n, obsahuje nekonecne vela zlozenych cisel.

(Martin Melicher)
Riesenie:
Tvrdenie dokdZeme sporom. Pripustme teda, Ze postupnost obsahuje iba konecne vela zloZenych cisel, teda ze
od urcitého indexu obsahuje postupnost uz iba prvocisla. KedZe postupnost je vSade rasttca (lebo pre kazdé

kladné t plati 2022t + 1 > 2022t — 1 > t), m6Zeme tento index m vybrat tak, aby navyse platilo a,,, > 5, a teda
aj a; > 5 pre vSetky indexy i také, ze i = m.

Skiimajme zvysky ¢lenov a,,, Gymi1, Gmyez, - po deleni piatimi. Schéma na obrazku vpravo znazoriiuje, ktoré
zvysky po deleni piatimi davaju ¢isla 2022t + 1 (modré Sipky) a 2022t — 1 (Cervené Sipky) v zavislosti od toho,
ktory zvysok dava cislo t. KedZe nami skimané ¢leny a;, kde i > m, nie sti nasobkami piatich (su to totiZ prvocisla
vacsie ako 5), nezakreslili sme do nasho grafu Sipky vychadzajtce z uzla 0.

2022t +1 (mod 5)

4 2
t< ZDO
2022t — 1 (mod 5) 1 3



KedZe nekonecna postupnost prvocisel (a,,, @mi1, Am+2, -- ) Neobsahuje Ziadne Cislo delitelné 5, je zo schémy
zrejmé, Ze nastane prave jeden z troch pripadov:
a) Vsetky jej ¢leny davaju zvysok 4.
b) Vsetky jej Cleny davaju zvySok 1.
c) 0Od istého jej ¢lena davaju ¢leny striedavo zvysky 2 a 3.
Kazdy z tychto troch pripadov dovedieme ku sporu podobnym sp6sobom. VZdy pritom vyuZijeme toto pomocné
tvrdenie:
Uvazujme nekonecnii v§ade rastiicu postupnost celych &isel (xq, X1, X5, ...), ktord pre kaZdy index i spliia rovnost’
Xiy1 = q - x; + d, pricom xy = 2, q a d su celé Cisla a ¢ = 1. Potom niektory jej clen je zloZené Cislo.
Dokaz tvrdenia urobime sporom podobne ako v druhom rieseni Siestej ilohy domaceho kola. Predpokla-
dajme teda dalej, Ze vSetky Cleny nasSej postupnosti st prvocisla. KedZe je dana postupnost vSade rasttica,
vyberieme index i taky, Ze Clen x; je také prvocislo, ktoré je s ¢islom g nestdelitelné. Dokazeme, Ze sa potom
niektory nasobok x; rovna jednému z vacsich ¢lenov postupnosti. Dékaz sporom tak bude ukonceny.
UvaZujme zobrazenie f také, Ze f(z) = qz + d, kde z € {0,1,2, ..., x; — 1}. UkdZeme, Ze zobrazenie f je
prosté. Naozaj, ak z1,z, € {0, 1, 2, ..., x; — 1}, tak zo vztahu

Xi | f(z1) = f(22) = (qz1 + d) = (q22 + d) = q(z1 — 23)
vdaka nesudelitelnosti x; a g vyplyva x; | z; — z,, a teda z; = z,. Podla navodnej tlohy N3 k 6. tlohe
domaceho kola sa preto zvysky ¢isel x;, x; 41, Xi12, ... po deleni x; opakuju periodicky bez predperiddy. KedZe
zvySok x; po deleni x; je rovny 0, ma rovnaky zvySok 0 po delen{ x; dokonca nekonecne vela ¢lenov nasej
postupnosti. Tym je dékaz tvrdenia ukonceny.
Teraz pouzitim dokazaného tvrdenia rozoberieme vyssie urcené pripady:

a) Aki = m, tak a;41 = 2022a; + 1, takZe sporny zaver vyplyva okamzZite z nasho tvrdenia pre postupnost

(am, Ams1, - ), pricom g = 2022 ad = 1.

b) Aki > m, tak a;;; = 2022a; — 1, takze sporny zaver vyplyva okamzite z nasho tvrdenia pre postupnost
(am, Ams1, - ), pricom g = 2022ad = —1.

c) Oznacme n niektory index, pre ktory platin = maa, = 2 (mod 5). Potom pre kazdé k plati
Anizksz = 20220549541 + 1 = 2022+ (2022a542; — 1) + 1 = 20222 - a5 — 2021,

takZe sporny zaver vyplyva z nasho tvrdenia pre postupnost’ (a,, @y1z, Gpia, - ), Pricom g = 2022% ad =
—2021.
Poznamka:
UkazZeme strucne iny spdsob, ako mozeme vylucit vsetky tri pripady z predchadzajiceho riesenia bez toho, aby
sme pouzili dokazané tvrdenie.
a) Aki > m,taka;,q = 2022q; +1,takZe a;;1 = a; +1 (mod 2021). Z toho indukciou pre kazdé prirodzené

k dostavame a4, = a,, +k (mod 2021). Vidime, Ze 2021 | @y, zakazdym, ked 2021 | a,, + k, ¢o spiiia
nekonecne vela prirodzenych k.

b) Aki = m, tak a;;1 = 2022a; — 1, odkial indukciou pre kaZdé prirodzené k dostavame a,,, = ay, — k
(mod 2021) s tymto spornym zaverom: 2021 | a4k zakazdym, ked' 2021 | a,,, — k.

c) Oznacme n niektory index, pre ktory plati n = m, a pre kazdé prirodzené i plati a, ;41 = 2022a,,45; + 1
a Anizivz = 2022an42i41 — 1, odKial @pizip1 = —@pig; + 1 (mod 2023) @ apyivz = —Anyivr — 1
(mod 2023). Vylicenim a,,,,;4+1 Z tychto dvoch kongruencii dostaneme a,,; ;42 = an42; — 2 (mod 2023),
takZe indukciou pre kazdé prirodzené k vychadza a,,,,; = a, —2k (mod 2023) s tymto spornym zaverom:
2023 | ap42x zakazdym, ked 2023 | a,, — 2k.
Pokyny:
Poznatky z rie$enia 6. ilohy domaceho kola (vratane navodnych a dopitiajiicich iloh) moZno prehlasit za zname.
V neuplnych rieSeniach podla vzorového postupu ohodnotte ¢iastkové vysledky nasledovne:
A1 Rozhodnutie uvazovat zvysky Clenov a; po deleni ¢islom 5: 1 bod.
A2 Dokaz, Ze nastane jeden z troch pripadov a), b), ¢): 2 body.
A3 VyrieSenie aspori jedného z pripadov a), b): 1 bod.
A4 VyrieSenie pripadu c): 1 bod.

Celkovo potom dajte sicet bodov z A1, A2, A3 a A4.




