MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie Z7

1 Dazdovka Spiralova razi novy tunel: Najprv mieri 10 cm na sever, potom 11 cm na vychod, potom 12 cm na juh,
13 cm na zapad a tak dalej (kazdy usek je o 1 cm dlhSi neZ predchadzajuci, smery opakuje podla uvedeného
vzoru).

Dazdovka suradnicova mapuje dielo svojej kolegyne: Zaciatok tunela oznaci stiradnicami (0, 0), prvi odbocku
stradnicami (0, 10), druht odbocku (11, 10) a tak dale;.

Urcte suradnice konca useku, ktory ma diZzku 100 cm.

(Iveta Jancigova)
RieSenie:
DiZky tisekov (v centimetroch) pre jednotlivé smery sii:

[ smer ]| 1.kolo [ 2.kolo | 3.kolo [ ... [[ k.kolo |
sever 10 14 18 . || 6+ 4k
vychod 11 15 19 e || 744k
juh 12 16 20 .. || 84+ 4k
zapad 13 17 21 o || 9+ 4k

Usek dlhy 100 cm razila daZdovka v 23. kole v juznom smere (lebo 8 + 4 - 23 = 100). Stiradnice koncov tychto
usekov su (11, —-2), (13, —4), (15, —6) a tak dalej. Prva stradnica sa postupne zvacSuje o 2, druha sa zmensuje
02.

(-4, 14) (15,14)
(-2,12) (13,12)
(0,10) (11, 10)

(0,0)
(-2,-2) (11,-2)
(-4, -4) (13, -4)
(15,-6)

VSeobecne v k. kole st suradnice konce iseku vjuznom smere (9+2k, —2k). Ak k = 23, tak dostavame (55, —46),
a to su suradnice konca metrového tdseku.

2 Sucin vekov vSetkych deti pana Nasobka je 1408. Vek najmladSieho dietata je rovny polovici veku najstarsieho
dietata. Kol'ko deti ma pan Nasobok a kol'’ko maju rokov?

(Libuse Hozova)



RieSenie:

Prvoéiselny rozklad stc¢inu 1408 vekov deti je 27 - 11. Znamena to, Ze vek prave jedného dietata je delitelny
prvocislom 11. KedZe vek najstarsieho je dvojnasobok veku najmladsSieho, nie je to ani jedno z nich. To znamenj,
Ze oba tieto veky st mocninami prvocisla 2. Pritom vek najstarSieho musi byt viac nez 11 a vek najmladsieho, ¢o
je jeho polovica, musi byt menej nez 11. Z toho dostavame, Ze najstarsie dieta ma 16 rokov a najmladsie 8. Stcin
tychto dvoch vekov je 8- 16 giZe 27, takZe stcin vekov zvy$nych deti je 11. Zvy$né dieta je teda prave jedno a jeho
vekje 11.

Zhrnutim dostavame, Ze pan Nasobok ma tri deti a ich veky st 8, 11 a 16 rokov. llahko vidiet, Ze tato situacia
splna podmienky zadania.

Na stranach trojuholnika ABC st dané body D, E, F, G (pozri obrazok). Pritom plati, Ze Stvoruholnik DEFG je
kosostvorec a isecky AD, DE a E B st navzajom zhodné.

C

Urcte vel'kost uhla ACB.

(Iveta Jancigova)
RieSenie 1:
Podla predpokladov st usecky AD a GF rovnobeZné a zhodné. Teda Stvoruholnik ADFG je rovnobeZnik, a teda
priamky AG a DF st rovnobezné. Obdobnou tivahou je mozné ukazat, Ze aj priamky BF a EG sd rovnobeZné.

KedZe uhlopriecky DF a E G kosostvorca DEFG su kolmé, st kolmé aj priamky AG a BF. Bod C je priesecnikom
tychto priamok, teda uhol ACB je pravy.

RieSenie 2:

KedZe AD a DG st zhodné, trojuholnik ADG je rovnoramenny, a teda uhly DAG a DG A st zhodné.

Analogicky je mozné ukazat, Ze uhly EBF a EF B st navzajom zhodné.

Z rovnobeZnosti priamok DG a EF plynie, Ze uhly ADG a DEF st stihlasné, a teda st zhodné.

Analogicky uhly BEF a EDG st navzajom zhodné.

Vsimnime si, Ze plati:

e Zo suctu vnutornych uhlov v trojuholniku ADG dostavame 180° = |<ADG| + |«DAG| + |&DGA| = [®ADG| +
2 |«DAG| = |XADG| + 2 |<BAC).

e Zo suctu vnutornych uhlov v trojuholniku BEF dostavame 180° = |XBEF| + |XEBF| + |XEFB| = |<BEF| +
2 |<EBF| = |<BEF| + 2 |2ABC|.

e KedZ%e A, D a E lezia na priamKe, plati 180° = |ADG| + |XEDG| = |<ADG| + |<BEF]|.

S¢itanim prvych dvoch rovnosti dostdvame 2 - 180° = |€ADG| + |XBEF| + 2 [¥BAC| + 2 |2ABC|, po od¢itani

tretej 180° = 2 |XBAC| + 2 |2ABC|, ¢ize |X*BAC| + |*XABC| = 180°. Zo si¢tu vnitornych uhlov v trojuholniku
ABC uz dostavame, Ze uhol ACB je pravy.

Jozko vymyslel nasledujicu dlohu:
M+A+M+R+A+D+M+A+T+E+M+A+T+I+K+U=?

Rozne pismena nahradzoval roznymi ¢islicami od 1 do 9 a zistoval, ¢o vychadza.



a) AKky najvacsi vysledok mohol Jozko dostat?
b) Mohol dostat’ vysledok 507 Ak dno, ako?
c) Mohol dostat vysledok 597 Ak ano, aké hodnoty mohol mat’ v takom pripade sucet M + A + M?

(Miroslava Farkas Smitkova)
RieSenie:
V Jozkovej rovnici sa vyskytuju pismend 4, D, E, I, K M, R, T, U. Je ich devét, spolu teda vycerpajua vsetky cifry od
1do 9.
Ked' pravu stranu Jozkovej rovnice oznacime x, mézeme ju prepisat takto:

A+D+E+I+K+M+R+T+U)+ (BM+34+T) =x,
1+24+34+4+5+6+7+8+9)+BM+34+T) =x,
45+3M +3A+T = x.
a) Ak ma byt stucet najvacsi mozny, musime najpocetnejsie pismena nahradzovat ¢o najvacsimi ¢islicami. Mame
tedaM =9, A = 8 (alebonaopak)aT = 7,z¢ohox =45+3-9+3-8+7 =103.

b) Sucet 50 nie je moZny, lebo nahradenie s najmensim moznym sti¢tomje M = 1, A = 2 (alebonaopak)aT = 3,
atoddvax =45+3-1+3-2+3=57.

c) Ak ma platit x = 59, musi platit 3M + 34 + T = 14 ¢ize 3(M + A) = 14 — T. Nahradenie za T musi byt také,
aby rozdiel 14 — T bol delitelny tromi, takze T je 2, 5 alebo 8. Mame teda nasledujice tri moznosti:
e NechT = 2.

Potom M + A = 4, takze m6zZe byt bud M = 1a A = 3,alebo M = 3a A = 1. (Zvy$né pismena nahradime
zvySnymi Cislicami v 'ubovolnom poradi.) Hladany sucet M + A + M je tak bud’ 5, alebo 7.

e NechT = 5.

Potom M + A = 3, takZe méZe byt bud M = 1a A = 2,alebo M = 2 a A = 1. (Zvy$né pismend nahradime
zvys$nymi Cislicami v l'ubovolnom poradi.) Hladany sucet M + A + M je tak bud’ 4, alebo 5.

e NechT =8.
Potom M + A = 2, pre tto hodnotu vSak nie je mozné M a A nahradit navzajom réznymi ¢islicami.

Celkovy sucet 59 teda je moZny, ¢iastkovy sucet M + A + M moZe byt 4, 5 alebo 7.

Jano vyrazil do sveta s batézkom buchiet. Na prvom razcesti stretol Dlhého, Sirokého a Bystrozrakého a spra-
vodlivo sa s nimi o svoje buchty rozdelil - kazdy dostal $tvrtinu buchiet. Jano zo svojho dielu zjedol dve buchty
a siel dalej. Na druhom razcesti stretol Plavcika a Vratka a aj s nimi sa spravodlivo rozdelil - kazdy dostal tretinu
zvySnych buchiet. Jano zo svojho dielu zjedol zasa dve buchty a so zvy$Snymi vyrazil dalej. Na tretom razcesti
stretol Snehulienku. Aj s tou sa spravodlivo rozdelil, takZe obaja mali polovicu zvySnych buchiet. Ked' Jano zjedol
opat svoje dve buchty, bol batéztek prazdny, a tak sa vratil domov. S kol'kymi buchtami vyrazil Jano do sveta?

(Michaela Petrova)
RieSenie:
Ulohu mézeme riesit’ odzadu:
* Na tretom razcesti Jano zjedol posledné 2 buchty, o bola polovica z toho, ¢o na toto razcestie prieniesol. Na
tretie razcestie teda prisiel so 4 buchtami, a to je aj pocet, s ktorym odchadzal z razcestia druhého.

e Na druhom razcesti zjedol 2 buchty (a potom vyrazil dalej). Pred nim ich teda mal 6, ¢o bola tretina z toho, co
na toto razcestie priniesol. Na druhé razcestie teda prisiel s 18 buchtami, a to je aj pocet, s ktorym odchadzal
z razcestia prvého.

» Naprvom razcesti zjedol 2 buchty (a potom vyrazil dalej). Pred nim ich teda mal 20, ¢o bola Stvrtina z toho, ¢o
na toto razcestie prieniesol. Na prvé razcestie teda prisiel s 80 buchtami, a to je aj pocet, s ktorym odchadzal
z domova.

Porovnanim so zadanim lahko skontrolujeme, Ze tento pocet naozaj vyhovuje. Jano teda vyrazil do sveta s 80
buchtami.

Pan Chrt mal vo svojom zdprahu pat psov - Alika, Broka, Muka, Rafa a Punta. Kol'kymi sp6sobmi ich mohol
zapriahnut do radu za sebou tak, aby bol Alik pred Puntom?

(Libuse Hozova)



RieSenie 1:

¢ Ak by bol Alik prvy, Punto by mohol byt druhy, treti, Stvrty alebo piaty, ¢o st 4 moznosti.

AKk by bol Alik druhy, Punto by mohol byt treti, Stvrty alebo piaty, ¢o st 3 moZnosti.

e Ak by bol Alik treti, Punto by mohol byt Stvrty alebo piaty, ¢o st 2 moZnosti.

» Ak by bol Alik $tvrty, Punto by mohol byt len piaty, o je 1 mozZnost.

¢ Ak by bol Alik piaty, Punto by uz nemal kde byt. Tu mame 0 moZnosti.

Pan Chrt mal teda 4 + 3 + 2 + 1 + 0 ¢iZe 10 moZnosti, ako zapriahnut' Alika a Punta poZadovanym spdsobom.
V kazdom z tychto pripadov mohli byt zvys$ni traja psi zapriahnuti na tri neobsadené miesta l'ubovolne, Co je

mozné urobit vo vSetkych pripadoch 6 spdsobmi: Brok moze ist na ktorékolvek z troch volnych miest, Muk na
ktorékolvek z dvoch zostavajucich miest a Raf nema na vyber a musi obsadit posledné vol'né miesto.

Pan Chrt mohol svojich psov zapriahnut celkovo 10 - 6 ¢ize 60 spésobmi.

RieSenie 2:

VSetkych moznych usporiadanije 5-4-3-2 -1 ¢ize 120 (na prvé miesto mézeme dat’ ktoréhokolvek z 5 psov, na
dalSie uz len ktoréhokolvek zo zvySnych 4 psov a tak dalej). Pritom kaZdému usporiadaniu psov, kde Alik stoji

pred Puntom, zodpoveda prave jedno usporiadanie, kde st ostatni psi na rovnakych miestach, ale Alik a Punto
se vymenili. Takze Alik stoji pred Puntom presne v polovici vsetkych usporiadani, t. j. v 60.




