MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

RiesSenia uloh domaceho kola kategorie Z8

1 Vierka z troch danych ¢islic zostavovala navzajom rozne trojmiestne cisla. Ked' vSetKy tieto Cisla scitala, vyslo jej
1221. AKé Cislice Vierka pouzila? Urcte pat moznosti.
(Karel Pazourek)
RieSenie:
Aby Vierka mohla z danych ¢islic zostavit' trojmiestne ¢islo, musela byt aspon jedna ¢islica nenulova. Aby bol

sucet vSetkych zostavenych ¢isel Stvormiestny, musela zostavit' aspoil dve trojmiestne ¢isla. Odtial’ vyplyva, Ze
dané ¢islice nemohli byt vSetky rovnaké a nanajvys jedna z nich bola nulova.

RozliSme moznosti:
¢ Jedna Cislica je 0 a ostatné dve st nenulové a rozne.

Oznacme ich a a b. Vytvorené ¢isla st potom M, ﬁ, M, bO0a. Podla zadania teda plati
1221 = ab0 + ba0 + a0b + b0a =
= (100a + 10b + 0) + (100b + 10a + 0) + (100a + 10 - 0 + b) + (100b + 10 - 0 + a) = 211(a + b).

Cislo 1221 v8ak nie je delitelné 211, tymto spésobom teda poZadovany siicet dostat nemozno.
¢ Jedna ¢islica je 0 a ostatné dve st rovnaké.

Oznacéme ich a. Vytvorené ¢isla st potom aa0, a0a. Podla zadania teda plati

1221 = aa0 + a0a = (100a + 10a + 0) + (100a + 10 - 0 + b) = 211a.

Cislo 1221 v3ak nie je delitené 211, tymto spésobom teda poZadovany siiet dostat nemozno.
e Dve Cislice st nenulové a rovnaké a tretia ina nenulova.

Nech rovnaké su a a zvysSna b. Vytvorené Cisla st potom aab, aba, baa. Podla zadania teda plati
1221 = aab + aba + baa = (100a + 10a + b) + (100a + 10b + a) + (100b + 10a + a) = 111(2a + b),

z ¢oho 11 = 2a+ b,atedab = 11 — 2a.Ztoho1 < 11 —2a < 9,ateda 1l < a < 5. Rozoberme vsetky

moznosti:
e Necha =1.

Potomb =11—-2-1=9.Anaozaj, 119 + 191 + 911 = 1221.
e Necha = 2.

Potom b =11 —2-2 = 7. Anaozaj, 227 + 272 + 722 = 1221.
e Necha = 3.

Potom b = 11 — 2 - 3 = 5. Anaozaj, 335 + 353 + 533 = 1221.
e Necha = 4.

Potom b = 11 — 2 - 4 = 3. Anaozaj, 443 + 434 + 344 = 1221.
e Necha =5.

Potom b =11 -2 -5 = 1. Anaozaj, 551 + 515 + 155 = 1221.
e Vsetky tri Cislice st rozne a nenulové.

Oznacme ich a, b, c. Vytvorené cisla su potom abc, ach, bac, bca, cab, cha. Podla zadania teda plati

1221 = abc + ach + bac + bca + cab + cha =
= (100a+10b+c)+(100a+10c+b)+(100b+10a+c)+(100b+10c+a)+(100c+10a+b)+(100c+10b+a) =
=222(a+ b +c),
o je vSak spor, lebo 'ava strana je neparna a prava parna. Tento pripad teda nevyhovuje.

Zhrnutim dostavame, Ze vyhovuje prave tychto pat moZnosti: (1,1,9), (2,2,7), (3,3,5), (4,4, 3), (5,5, 1).




2 TRN a HAM st zhodné rovnostranné trojuholniky. Pritom bod T je taZiskom trojuholnika HAM a bod R leZi na
polpriamke T A. Aky je pomer obsahov casti trojuholnika TRN, ktora je vnutri trojuholnika HAM, a tej, ktora je
mimo neho?

(Eva Semeradova)
Riesenie 1:
Tazisko je priese¢nikom taZnic a tie si v rovnostrannom trojuholniku stiéasne vyskami aj osami vnitornych
uhlov. Tymito priamkami je trojuholnik HAM rozdeleny na Sest navzajom zhodnych trojuholnikov. Vel'’kosti vnu-
tornych uhlov kazdého z tychto trojuholnikov st 90° pri vrcholoch na strandch HAM (paty vysok), 30° pri vr-
choloch HAM (polovica vnutorného uhla rovnostranného trojuholnika) a 60° pri vrchole T (aby sucet vsetkych
bol 180°). Oznacme S priesecnik stran trojuholnikov HAM a TRN. Trojuholnik ATS je spolo¢nou Castou troj-
uholnikov HAM a TRN. Porovnanim vnutornych uhlov pri vrchole T zistujeme, Ze trojuholnik ATS je jednym
zo Siestich vyssie zmietiovanych zhodnych trojuholnikov.

N

Trojuholniky HAM a TRN st zhodné a ich spolocna ¢ast predstavuje Sestinu obsahu kazdého. Preto cast' troj-
uholnika TRN, ktora lezi mimo trojuholnika HAM, predstavuje pat Sestin jeho obsahu. Pomer obsahov tychto
Castijetedal: 5.

RieSenie 2:
Oznacme S stred usecky AM.

KedZe HAM je rovnostranny trojuholnik, AT je osou jeho uhla HAM a HS je jeho vySkou. Plati teda

1 1
|4SAT| = |«MAT| = 5 |aMAH| = = - 60° = 30°

|«STA| = 90° — [«SAT| = 90° — 30° = 60°.
To teda znameng, Ze priamky HS a TN splyvaju.

Vsetky tri trojuholniky HTA, ATM a MTH st rovnoramenné a zhodné, takze S(MAT) = %S(HAM). KedZe S je
taznica TAM, plati

- S(HAM) =

-S(TRN) = % - S(TRN).

N~
(ST
N =
Wl

S(SAT) = % - S(MAT) =

Potom 1 .
S(ARNS) = S(TRN) — S(SAT) = S(TRN) — i S(TRN) = i S(TRN),



a teda hladany pomer S(SAT) : S(ARNS) je1: 5.
Poznamka:

Zo zadania nevieme, ¢i bod S lezi na strane AM, alebo na strane AH. Vol'ba na obrazku nie je podstatna, v oboch
pripadoch su zavery aj ich zdévodnenie rovnaké.

Na novoobjavenej planéte Ziju zvieratd, ktoré astronauti pomenovali podla poctu néh jednonozky, dvojnozky,
trojnozky a tak dalej (zvieratd bez n6h tam neboli). Zvierata s neparnym poctom néh maja dve hlavy, zvierata
s parnym poc¢tom n6éh maju jednu hlavu. V istej priehlbine stretli skupinu takych zvierat a napocitali na nich 18
hlav a 24 no6h. Kol'ko zvierat mohlo byt v priehlbine? Urcte vSetky moZnosti.

(Tomas Barta)
RieSenie 1:
Pretoze celkovy pocet hlav zvierat v priehlbine bol parny, musel byt pocet jednohlavych zvierat parny. Pretoze
jednohlavé zvierata maju parne pocty noh, dvojhlavé zvierata maji neparne pocty noh a celkovy pocet néh bol
parny, musel byt pocet dvojhlavych zvierat tiez parny. Pretoze néh bolo celkovo 24, nemohlo byt jednohlavych
zvierat viac nez 12.

Oznac¢me pocet jednohlavych, resp. dvojhlavych zvierat v priehlbine j, resp. d. Predchadzajice zavery zodpo-
vedaju poziadavkam, aby j a d boli nezdporné parne ¢isla a j < 12. Informéacia o pocte hlav navySe znamena
j + 2d = 18. VSetkym tymto poziadavkam vyhovuju prave nasledujuci dvojice ¢isel (j, d): (2, 8), (6,6) a (10, 4).
Pre kazdu z uvedenych moznosti treba overit, ¢i mohla skuto¢ne nastat, t. j. ¢i existuje priklad poctov jednotlivych
druhov zvierat so spravnym celkovym poc¢tom noh:
e Akj = 2ad = 8, mohlo ist napr. o 2 Stvornozky, 4 jednonozky a 4 trojnozky (lebo2 -4+ 4 -1+ 4 -3 = 24).
e Akj = 6ad = 6, mohlo ist napr. o 6 dvojnoZiek, 3 jednonoZzky a 3 trojnozky (lebo 6 - 2+ 3 -1+ 3 - 3 = 24).
e Akj = 6ad = 6, mohlo ist napr. o 10 dvojnoZiek a 4 jednonozky (lebo 10 -2 + 4 - 1 = 24).
V priehlbine teda mohlo byt 10, 12 alebo 14 zvierat.
RieSenie 2:
Oznacme x pocet neparnonoziek a y pocet parnonoziek. Celkovy pocet zvierat je potom x + y.
KedZe neparnonozky prispievaju do celkového parneho poctu hlav (18) parnym poctom, aj parnonozky don
musia prispievat parnym poctom, a kedze kazda z nich ma prave jednu hlavu, musi ich byt parny pocet.
KedZe parnonozky prispievaju do celkového parneho poctu néh (24) parnym poctom, aj neparnonozky don mu-
sia prispievat parnym poctom, a kedze kazda z nich ma neparny pocet néh, musi ich byt parny pocet.
Oba pocty x a y st teda parne, co znamen3, Ze existuju parne pocty a a b také, ze x = 2aay = 2b.
KedZe celkovy pocet hlav je 2x + y, plati 2x +y = 18,ateda 2 - 2a + 2b = 18,z ¢oho 2a + b = 9. Z toho vyplyva,
Zzeb =9 —2aatiez2a <9, cizea < 4.
Celkovy pocet néh je asponi 1 - x + 2 - y CiZe 2a + 4b, takZe 2a + 4b < 24,z ¢oho 4b < 24,ateda b < 6. Potom
9=2a+b<2a+6,z¢oho3 <2a,atedaa = 2.
Mame teda nasledujice moznosti:

lafb[x] yl[x+y]
2[5 410 14
303]6| 6| 12
al18| 2| 10

Do avahy tak pripadaju pocty zvierat 14, 12, 10. UkdZeme, Ze kazdy z nich sa naozaj mdZe nadobudnit, a to
dokonca s dodato¢nym predpokladom, Ze medzi zvieratami nie su iné neZ jednonoZky, dvojnoZzky, trojnozky
a Stvornozky:

Oznac¢me pocet jednonoZiek m a poclet dvojnoziek n, pricomm < x = 2aan < y = b (vo vSetkych piatich
pripadoch uz hodnoty x a y pozname). Potom trojnoziek je potom x — m ¢iZe 2a — m a pocet StvornozZieky — n
Cize 2b — n. Hladame teda pocty m a n také, ze

24 =1m+ 2n+ 3(2a —m) + 4(2b — n) = 6a + 8b — 2m — 2n,

t.j.2m+2n =6a+ 8b — 24 ¢izem+n = 3a + 4b — 12.
Rozoberme teraz jednotlivé moZnosti, prislichajice postupne riadkom tabulky:
e Necha=2ab=5.

Potomm+n=3:-24+4-5—-12 = 6+ 20 — 12 = 14. Staci teda za m zvolit 4, potom n = 10. Mame teda
4 jednonozky, 10 dvojnoziek, 2 - 2 — 4 ¢ize 0 trojnoziek a 2 - 5 — 10 ¢ize 0 Stvornoziek. Pocet hlav je potom



naozaj2-4+1-10+2-0+1-0c¢iZe 18apocetndh1-4+2-10+ 3 -0+ 4 - 0 ¢iZe 24.
e Necha=3ab=3.

Potomm+n=3-34+4-3—-12 =94 12 — 12 = 9. Staci teda za m zvolit 4, potom n = 5. Madme teda 4
jednonozky, 5 dvojnoziek, 2 - 3 — 4 ¢ize 2 trojnozky a 2 - 3 — 5 ¢iZe 1 Stvornozku. Pocet hlav je potom naozaj
2-441-54+2-2+1-1¢zel18apocetndhl1-4+2-5+3-2+4-1ize 24.

e Necha=4ab=1.
Potomm+n=3-4+4-1-12 =124 4 — 12 = 4, Staci teda za m zvolit 4, potom n = 10. Mame teda 4
jednonozky, 0 dvojnoziek, 2 - 4 — 4 Cize 4 trojnozky a 2 - 1 — 0 ¢iZe 2 Stvornozky. Pocet hlav je potom naozaj
2:441-04+2-4+1-2¢zelB8apoCetndh1-4+2-0+3-4+4-2cize 24.

Zhrnutim dostavame, Ze mozné pocty zvierat v priehlbine su prave 14, 12, 10.

4 V danej skupine ¢isel je jedno ¢islo rovné priemeru vSetkych, najvacsie ¢islo je o 7 vacSie neZ priemer, najmensie
je 0 7 menSie neZ priemer a vacsina Cisel zo skupiny ma podpriemernt hodnotu. Aky najmensi pocet ¢isel moze
byt v skupine?

(Karel Pazourek)
RieSenie 1:
Oznacme priemer c¢isel v skupine p. Najmensie Cislo zo skupiny je p — 7, najvacsie p+ 7. Priemer tychto troch Cisel
je p, priemer zvysnych cisel zo skupiny preto musi byt tiez p. Teda niektoré zo zvySnych cisel musi byt mensie
a niektoré vacsie neZ p. Aby navyse vacSina Cisel bola podpriemernych, musi byt tych, ktoré si mensie nez p,
aspori o dve viac nez tych, ktoré su vicsie nez p. V skupine je aspon sedem Ccisel.
UkaZeme, Ze tento pocet mozno dosiahnut’ Staci vziat ¢isla =7, —3, —2, —1, 0, 6, 7. Ich priemer je 0, takZe naozaj
minimum je o 7 menSie neZ priemer, maximum je o 7 vacSie neZ priemer a podpriemernt hodnotu maji 4 zo 7
Cisel, €o je vacSina.
Najmensi vyhovujuci pocet je teda 7.
Riesenie 2:

B L owe y . . , v X1+ +x . ,
Hladané cisla oznacme x4, ..., x,, tak, aby platilo x; < -+ < x,,. Priemer tychto Cisel % oznacme p. Podla
zneniax; + 7 = p = x, — 7 ax, = p pre nejaké k spomedzi 2, ..., n — 1, pricom, aby vac¢sina bola mensia nez p,

] . ] 1 § . ] 1
v pripade neparneho n plati k > 5(1 +n) + 1 av pripade parneho n plati k > ont 2,Ztohon = 3.

Z dvojrovnostix; +7 =p = x, —7mame 2p = (x; +7)+ (x, —7) = x1 +x,,. Zovztahup = @ dostavame
np = xq + -+ + x,,. Od¢itanim tychto vztahov dostavame (n — 2)p = x, + -+ + x5, _1.
Zhrnutim vSetkych vztahov dostavame

_x1+---+xn _.x1+xn _x2+"'+xn_2

p

)’

n 2 n—2

takZe aj priemer vSetkych ostatnych c¢isel okrem najmensieho a najvacsieho je p.

AKk by platilo n = 3, z poslednej rovnosti by sme mali p = xTZ = X,. Podpriemernt hodnotu ma teda len x4, teda
jedno cislo, ¢o vsak nie je vacSina.

AKk by platilo n = 4, z poslednej rovnosti by sme mali p = xzzﬂ, takzZe x, < p < x3. Podpriemernu hodnotu
maju teda len x; a x,, teda dve ¢isla, ¢o vSak nie je vacsina.

Ak by platilon = 5, malibysme 4 > k > %(1+5)+1 = 4,takZe k = 4,aletieZzp = w,t.j.p = xz”gﬂ <
w = p, ¢o by bol spor.

Ak by platilon = 6, maliby sme5 > k > 1642 =5 takiek = 5,aletiezp = M,t.j.p = Dt aTEs
P 2 4 4
% = p, ¢o by bol spor.

UkaZeme, Ze pripad n = 7 vyhovuje: Stali vziat ¢isla —7, —3, —2, —1, 0, 6, 7. Ich priemer je 0, takZe naozaj
minimum je o 7 mensSie neZ priemer, maximum je o 7 vacSie neZ priemer a podpriemernd hodnotu maja 4 zo 7
Cisel, Co je vacsina.

Najmensi vyhovujuci pocet je teda 7.

5 V pravidelnom patuholniku ABCDE je obsiahnuty rovnostranny trojuholnik ABM. Urcte vel'kost uhla BCM.

(Libuse Hozova)



RieSenie:

A B
V patuholniku je sucet vel'’kosti vnitornych uhlov (5 — 2) - 180° ¢ize 540°, v pravidelnom je teda kazdy z nich
540°/5 ¢ize 108°.
Podobne mo6zeme ukazat, Ze v rovnostrannom trojuholniku ABM ma kazdy uhol vel'’kost 60°.
Plati teda |[€CBM| = |«CBA| — |<MBA| = 108° — 60° = 48°.

Z pravidelnosti patuholnika ABCDE a rovnostrannosti trojuholnika ABM dostdvame |BM| = |BA| = |BC]|, takZe
trojuholnik BMC je rovnoramenny so zakladniou MC.

Vnatorné uhly pri tejto strane si teda zhodné takze |¥BCM| = %(180° — |«CBM|) = %(180" —48°) = 66°.

Alenka dostala list papiera s nasledujicimi tvrdeniami:
A: Najviac jedno z tvrdeni 4, B, C, D, E je pravdivé.
B:
C: VSetky tvrdenia 4, B, C, D, E su pravdivé.
D:
E: Tvrdenie A je pravdivé.
Tvrdenia B a D boli napisané neviditelnym atramentom, ktory sa da precitat len pod Specidlnou lampou. Aj bez

takejto lampy vsak Alenka dokazala rozhodnut, ¢i mozZe tymto tvrdeniam doverovat. Urcte i vy, kKtoré z tvrdeni
A, B, C, D, E sa pravdivé a ktoré nepravdivé.

(Iveta Jancigova)
RieSenie:
Predpokladajme, Ze kazdé z tvrdeni 4, B, C, D, E moZe byt len bud’ pravdivé, alebo nepravdivé.

Ak by E bolo pravdivé, podla neho by bolo pravdivé aj A. Z jeho tvrdenia vSak vyplyva, Ze A a E naraz nemézu byt
naraz pravdivé, o je vSak spor.

To teda znamena, Ze E je nepravdivé, o znamend, Ze aj A je nepravdivé. Podla toho st pravdivé aspon dve tvr-
denia. Nie su to vsak, ako uz vieme, ani 4 ani E a nie je to ani C. Pravdivé su teda prave neviditelné tvrdenia B
abD.

Poznamka:

Nas predpoklad na zaciatku rieSenia nie je samozrejmost, existuju totizZ ,tvrdenia“, ktoré nemozu byt ani pravdivé
ani nepravdivé, najjednoduchsim prikladom je zrejme ,Ja som nepravdivé tvrdenie.”.

Alenka nemdZe tusit, ¢o v skuto¢nosti tvrdi B. Co ak je tam napisané napriklad ,2+2=5.?

Bez nasho tvodného predpokladu teda Alenka nemdZe tymto tvrdeniam déverovat a ani rozhodntt o ich prav-
divosti ¢i nepravdivosti.




