MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

RieSenia uloh krajského kola kategorie B

1 a) Rozhodnite, ¢i existuje také kladné celé ¢islo n, Ze 2n je druhou mocninou prirodzeného ¢isla a 3n je tretou
mocninou prirodzeného c¢isla.

b) Rozhodnite, ¢i existuje také kladné celé ¢islo n, ktoré spiiia podmienku ¢asti a) a navyse 4n je $tvrtou moc-
ninou prirodzeného ¢isla.

(Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
a) Obe podmienky spiiia napriklad ¢islo 72,1lebo 2 - 72 = 144 = 122 a3 - 72 = 216 = 6°.
b) DokéaZeme sporom, Ze také c¢islo n neexistuje.
Uvazujme jeho prvociselny rozklad v tvare

2a2 . 343 . .... pap,

pri¢om exponenty a,, ..., a, su celé a nezaporné.
Prvociselny rozklad ¢isla 2n je potom
202+l . 3asz . .... p%.

Toto ¢islo je druhou mocninou prirodzeného ¢isla, preto je exponent a, + 1 parne ¢islo.
Prvociselny rozklad ¢isla 4n je potom

4n = 29212 . 3a3 . ... p%.

Toto ¢islo je Stvrtou mocninou, preto je exponent a, + 2 delitelny Styrmi. To je vSak spor, lebo a, + 2 je
podla predchddzajiceho odseku neparne.
RieSenie 2:

a) Obe podmienky spliia napriklad &islo 72,lebo 2 - 72 = 144 = 122 a3 - 72 = 216 = 65,

b) Hladané &islo n musi spliiat’ rovnost 2n = k2 pre nejaké kladné celé k. Kedze vV4n = V2k2 = k - \/2 a &islo
V2 je (ako je zname) iracionélne, nie je odmocnenec 4n druhou (a teda ani $§tvrtou) mocninou prirodzeného
Cisla.

Poznamka:
Aj ked' je uvedené rieSenia casti a) aplné, ukazeme, ako je mozné (najmensie vyhovujuce) Cislo 72 objavit.
Uvazujme prvociselny rozklad hladaného ¢isla n v tvare

232 .30a3 . .... pap,

pricom exponenty a,, ..., a, su celé a nezaporné.
Prvociselny rozklad ¢isla 2n je potom

2%2%1. 343 ... pOp,
Toto ¢islo je druhou mocninou prirodzeného Cisla, preto su vSetky exponenty parne ¢isla, takze a, je neparne
a asz je parne.
Prvociselny rozklad ¢isla 3n je

202 . 3az+1l ..., pr.
Toto ¢islo je tretou mocninou prirodzeného ¢isla, preto su vSetky exponenty delitelné troma, takZe a, je delitelné
troma a a; dava po deleni troma zvySok 2.
Najmensie exponenty a, a az ktoré spiiiajii zodpovedajtice podmienky, sui 3, resp. 2. Ak uz v rozklade n dalsie
prvodisla nie su, platin = 23 - 32 = 72,
Pokyny:
Zauplné rieSenie casti a) dajte 3 body, za Gplné rieSenie Casti b) tiezZ 3 body. Za drobny nedostatok v argumentacii
k ¢asti b) strhnite 1 bod.




2 Ur¢te pocet redlnych korefiov rovnice x2 + 4 = a|x| v zavislosti od redlneho parametra a.
(Méria Domanyova)

RieSenie 1:

X X X

Ako prvé uved'me grafické rieSenie ulohy. Grafom funkcie s predpisom na lavej strane rovnice je cervena parabo-
la ,roztvorena nahor, ktora ma vrchol v bode (0, 4). Grafom funkcie s predpisom na pravej strane je dvojica
modrych polpriamok vychadzajucich z pociatku, ktoré si simerne zdruzené podla osi y. Polpriamka smerujtca
doprava (graf funkcie pre x > 0) ma smernicu a, polpriamka smerujica dolava ma smernicu —a.

Uvedomme si, Ze cela situdcia je simerna podla osi y. M6Zu teda nastat tri pripady:
¢ Pre urcitd hrani¢nu (zrejme kladnt) hodnotu a, parametra a budu obe polpriamky doty¢nicami paraboly
(pozri obrazok uprostred) - v tom pripade bude rovnica mat’ 2 redlne korene.

e Ak a < ay, tak polpriamky parabolu nepretnu (obrazok vlavo), takZe rovnica nebude mat ziadny realny
koren.

e Ak a > a,, tak kazda z oboch polpriamok pretina parabolu v dvoch bodoch (obrazok vpravo) - rovnica
potom bude mat celkom 4 realne korene.

Staci teda dopocitat’ ont hrani¢nii hodnotu a,. Kvadraticka rovnica x? + 4 = ayx ma teda prave jeden (dvojna-
sobny) koreti, ¢o nastane prave vtedy, ked jej diskriminant a3 — 16 bude nulovy. Plati teda a, = 4 (dvojndsobnym
koretfiom je potom naozaj kladné ¢islo 2).

RieSenie 2:
VsSimnime si, Ze Cislo 0 nie je korefiom zadanej rovnice (pri Ziadnom a), a hl'adajme najskor jej kladné korene.
V obore v3etkych kladnych ¢&isel rie§ime rovnicu x? + 4 = ax ¢ize x? — ax + 4 = 0. ]ej pripadné realne korene

su tvaru
a+Vaz-16
> .

Vidime, Ze v pripade |a| < 4 je diskriminant zaporny, a rovnica tak nema ziadny realny koren. V pripade |a| = 4
ma rovnica dvojnasobny koren %a. Ten je vSak kladny prave vtedy, ked' a > 0, teda v naSom pripade a = 4.

V pripade |a| > 4 ma rovnica dva rézne redlne korene. Vtedy viak z a? — 16 < a? vyplyva Va2 — 16 < |a|,
a preto oba korene maju rovnaké znamienko ako parameter a. Teda v pripade a > 4 ma rovnica dva kladné
korene, zatial ¢o v pripade a < —4 nemad Ziadny kladny koreii (oba korene st zaporné).

Z tvaru pdvodnej rovnice x? + 4 = a|x| vyplyva, Ze &islo x je jej koretiom prave vtedy, ked' je jej korefiom &islo
—x. Preto sa vysledky o pocte rieSeni v obore kladnych ¢isel bezo zmeny prenest do oboru zapornych ¢isel.
Ziskané poznatky dokopy vedud k rovnakému zaveru ako v prvom rieSeni.

Pokyny:

V pripade netiplného grafického rieSenia dajte:

A1 1 bod za dostato¢ny popis oboch grafov alebo ich nakreslenie pre niektoré a;

A2 3 body za vizudlne uvahy o vplyve smernic +a oboch polpriamok na pocet ich priesec¢nikov s parabolou
a sformulovanie zaveru o existencii hodnoty a, s vlastnostou, Ze rovnica bude mat’ celkom 4, 2, resp. 0
rieSeni podla toho, ¢i a > ay, a = ay, resp. a < ay (bez vypoctu agy) (ak pritom vyuZiva rieSitel zrejmu
sumernost oboch grafov podla osi y, zabudne ju vSak uviest, tolerujte to);



A3 2 body za urcenie hodnoty a,, ked sa obe polpriamky dotykaju paraboly.

Pri hodnoteni nedplného algebraického rieSenia postupujte nasledovne. Ak je konStatované, Ze vdaka symetrii
staci rovnicu riesit v obore kladnych ¢isel, dajte ¢iastkové body podla nasledujticej schémy. Polovicu v nej uve-
denych bodov udelujte vzdy za kazdy z oborov kladnych a zapornych ¢isel, ak nie je symetria spomenuta.

B1 2 body za dékaz, Ze v pripade |a| < 4 nebude mat rovnica Ziadne rieSenie;

B2 2 body za tplné vyrieSenie oboch pripadov a € {+4};

B3 2 body za Uplné vyrieSenie pripadu |a| > 4.

Celkovo potom dajte maximalnu hodnotu zo suc¢tu bodov z A1, A2 a A3 a zo suctu bodov z B1, B2 a B3.

Pre ktoré n, kde n = 5, plati, Ze ak 4,4, ... A, je pravidelny n-uholnik, tak obraz bodu 43 v osovej simernosti
podla priamky A, A, lezi na priamke A,A5?

(Josef Tkadlec)
Riesenie 1:
Oznacme S stred pravidelného n-uholnika A; 4, ... A,, a P priese¢nik polpriamok A; A, a AsA, (obrazok). Bod P
bude existovat pre kazdé n vicsie nez 6, zvysSné pripady rozoberieme na konci rieSenia.

S

Aq As

Ay ST A A,

Ag/cp

Zo sumernosti podla priamky SA5 je zrejmé, Ze bod P leZi na polpriamke SA5. V zadani ulohy vystupujuci obraz

bodu A; v osovej stimernosti podla priamky A4;4, oznaéme Aj. Dalej nech a = %00, takze plati |«A,S4,| =
|%A,SA;| = a.V rovhoramennom trojuholniku SA; 4, mame |<SA,A4,| = 90° — %a, takze
1
|454,P| = 180° — |45A4,41] = 90° + > a,
a teda z trojuholnika SA, P vychadza

1 3
|%A3PA;| = |2SPA;| = 180° —a — (90° + za) = 90° — Sa.

Vdaka simernej zdruzenosti bodov A,, A, podla priamky SA; ¢ize SP plati tieZ |[«SPA,| = 90° — %a. Podobne
vdaka simernej zdruzenosti bodov A3, A5 podla priamky A, A, plati aj |<IA2PA’3| =90°— ga. Dokopy to znamena,
Ze (nie nutne konvexny) uhol A5PA, s vnitornym bodom S ma vel'kost 3 - (90° — ga) Cize 270° — ga. Bod 4%
lezi na priamke A,A5 Cize A,P prave vtedy, ked’ plati 270° — ga = 180° t.j. ked a = 20°. KedZe, ako vieme,
a = 360°/n, dostavame n = 18.

Ostéva rozobrat pripady n = 6 an = 5. Ak n = 6, tak priamky A, 4, a A4As s rovnobeZné a priamka 4,45 leZi
celd v polrovine opac¢nej k polrovine SA; A%, a preto bod A5 neleZi na priamke A,4s.

Ak n = 5, bod A5 a celd priamka A, A5 lezia v opaénych polrovinich s hrani¢nou priamkou A; A5 (ktora je totiz
rovnobezna s priamkou A,45), takZe ani vtedy bod A5 na priamke A,A5 neleZi.

Jediné vyhovujuce n je teda 18.

RieSenie 2:

Zostrojme kolmicu z bodu A3 na priamku A4, a oznacme jej priese¢niky s priamkami A, A4, a A4As postupne
0 a X. NaSou ulohou je zistit, kedy bod X je bodom A} sumerne zdruzenym s bodom A; podla priamky A, A4,.



, Cize |A3X| = 2]A30] a sucasne bod X bude

Nastane to prave vtedy, ked’ bude platit rovnost |AsX| = |434%
lezat na polpriamke A30.

Najskor dokaZeme, Ze ak bod X na polpriamke A3 0 leZi (ako na obrazku), tak rovnost |43 X| = 2 |A30] je splnena
iba v pripade n = 18. Na zaver potom ukaZeme, Ze v takom pripade bod X na polpriamke A;0 naozaj leZi.

Pre dalsie vypocty oznacime £ vel'kost uhla A3A,0 (na obrazku vyznaceného cervenou). Ak je S stred kruZznice
opisanej naSmu n-uholniku, tak plati

[€A4;SA3| =2 |%A;54;] =-2-360°n
a podla vety o stredovom a obvodovom uhle

%A, SA
|€A4,4,45] = 180° — |12—3|

z ¢oho
[%xA;SAz| _360°
2 T oon

Dalej este vyuZijeme, Ze velkost 180° — 8 ma nielen uhol 4, A, A3, ale aj uhol A,A3A,.

ﬂ = |<A3A20| =180° — |{A1A2A3| =

Vyjadrime teraz pomocou S velkosti vnatornych uhlov trojuholnika A;A,X. Vdaka osovej sumernosti podla
priamky AP plati |€A3A,X| = B. Na zaklade plného uhla s vrcholom A3) plati

|<XA3A4| = 360° — |qXA3A2| - |qA2A3A4_| = 360° — (900 - ﬁ) - (1800 - ﬁ) =90° + Zﬁ

Tak dostdvame
[%A3;XA,] =180° — B — (90° + 28) = 90° — 3.

Ozna¢me teraz a diZzku strany nagho n-uholnika. KedZe z trojuholnika A3A4,0 vyplyva |A;0| = asin f3, Zelana
rovnost |A3X| = 2]A30| nastane prave vtedy, ked bude platit |A;X| = 2a sin 8. Podla sinusovej vety pre troj-
uholnik A34,X mame

|[A3X| : |A3AL] = sin |QA3A,X]| @ sin |«XA3XA,].

Ak sem dosadime uréené vel'kosti uhlov spolu s dizkou |4;4,| = a, ziskame

|A3A,| - sin|€A34,X]  a-sinf a-sinf

sin |€A3XA,| "~ sin(90° —3B8)  cos3p

|A3X| =

Posledny vyraz ma pozadovand hodnotu 2a sin § prave vtedy, ked cos 35 = % To nastane prave v pripade 35 =
60° tize f = 2L = 20°. Z toho uzn = 18,
Ostava ukazat, Ze v pripade n = 18 na$ priesecnik X leZi na polpriamke A3;0. To sme pri predchadzajicich

vypoctoch vyuzili, ked sme vel'kosti uhlov A3 A4, X a XAz A, pocitali vlastne ako vel'kosti uhlov A3A,P a OA3A,.
Plati teda |%A43A4,P| = B a|x0A34,] = 90° + 2. Z toho v pripade n = 18, ked’ § = 20°, dostavame

[€A3A44P| + |€0A3A4,] =90° + 38 = 150° < 180°.
Tato nerovnost uz znamena, Ze polpriamky A;0 a A,P sa pretinaju (a ich priesecnikom je teda bod X).

Pokyny:

Vypocitanim v nasledujicej schéme pre nedplné rieSenie rozumieme vyjadrenie zavislosti od n, , 8, a alebo
iného zvoleného prvku pravidelného n-uholnika. Za ¢iastkové kroky dajte:

X0 0 bodov za zavedenie bodov O, P, X;
X1 0 bodov za vypocitanie vel’kosti lubovolnych uhlov pri vrcholoch n-uholnika;

A 1 bod za pozorovanie, Ze poZzadovana situacia nastane prave vtedy, ked’ |<IA’3PA4| = 180°;



B1 1 bod za pozorovanie, Ze tri uhly pri vrchole P (Cervenou vyznacené na obrazku) sui vdaka dvom osovym
sumernostiam zhodné;

B2 3 body za vypocitanie vel’kosti vSetkych uhlov A5 PA,, A,PAz a A;PA, (za kazdy uhol po 1 bode);

C1 1 bod za konsStatovanie, Ze poZadovana situacia nastane prave vtedy, ked' |4;X| = |A3A’3 |;

C2 1bod za vypotitanie |43 45| (¢ize 2|A30| v na$om riegent).
C3 3 body za vypocitanie |A;X|.
Celkom potom dajte vacsiu z tchto dvoch hodnét:
e sucet bodovz A a maxima z bodovzB1azB2;
e sucetbodovz(Cl,zC2azC3.

Absenciu rozboru pripadovn = 5,n = 6 (pri prvom postupe) ¢i zaverecnej diskusie o polohe bodu X (pri
druhom postupe) v inak tiplnom rieSeni nepenalizujte.

Tabul'ka 10 X 10 je vyplnend ¢islami 10, —4 a 3 tak, Ze sucet Cisel v kazdom riadku azZ na jeden je nanajvys 0
a sucet cisel v kazdom stlpci aZ na jeden je nanajvys 0. UrCte najvacsi mozny sucet Cisel v tabulke.

(Radovan Svarc)
Riesenie:
Vsimnime si, Ze vSetky tri ¢isla 10, —4 a 3 davaju zvysok 3 po deleni siedmimi. Preto sticet desiatich cisel jedného
riadka bude davat po deleni siedmimi rovnaky zvySok ako c¢islo 10 - 3 Cize 30, teda zvySok 2. Najvacsie nekladné
Cislo s touto vlastnostou je —5. V kazdom z deviatich riadkov, kde je stcet nekladny;, je teda sticet nutne nanajvys
—5. V poslednom riadku, na ktory nemame Ziadne obmedzenia, je sticet nanajvys 10 - 10 ¢iZe 100. Celkovy stcet
Cisel v tabul'ke teda urcite nepresiahne 9 - (—=5) + 100 ¢iZe 55.

Sacet 55 mozno dosiahnut, a to napriklad takouto tabul'kou:

Najvacsi mozny sucet ¢isel v tabul'ke je teda 55.

Poznamka:

Ak si nevS§imneme, Ze vSetky tri ¢isla 10, —4 a 3 davaju zvysok 3 po deleni siedmimi, m6Zeme postupovat aj takto:
Ak je v riadku tabul'ky x-krat ¢islo 10 a y-krat ¢islo 3, tak jeho stcCetjex - 10 +y - 3 + (10 — x — y) - (—4) CiZe
14x + 7y — 40, t.j. 7(2x + y — 5) — 5. Najvacsie nekladné ¢islo tohto tvaru je —5, a to v pripade 2x + y = 5, t.j.
(x,y) €{(0,5),(1,3),(2, D}

V pripade x = 0 v$ak nebude v tabulke stipec so samymi desiatkami, ktory pre ziskanie celkového suétu 55
potrebujeme. Vo zvysnych dvoch pripadoch vyhovujtica tabul’ka existuje.

Pokyny:
V pripade netiplného riesenia dajte:
A 2 body za priklad (alebo tplny popis) tabul’ky so stictom 55;

B0 0 bodov za hypotézu, Ze sucet Cisel v tabul'ke nepresiahne 55;



B1 1bod za hypotézu, Ze stéty v deviatich riadkoch (resp. stipcoch) nemézu byt viésie ako —5, a z toho vyply-
vajuci zaver, Ze sucet Cisel v tabul’ke nepresiahne 55;

B2 4 body za dokaz, Ze sucet ¢isel v tabul’ke nemdze byt vacsiako 55, z toho 3 body za dokaz, Ze stucty v deviatich
riadkoch (resp. stlpcoch) nemozu byt vacsie ako —5, a 1 bod za ziskanie horného odhadu celkového stctu
¢islom 55.

Celkom potom dajte stcet bodov z A a maxima bodov z B1 a z B2.




