MATEMATICKA OLYMPIADA 2021/2022

RieSenia uloh okresného kola kategorie Z8

1 Na tabuli bola napisana tloha na delenie dvoch kladnych ¢isel. David si v§imol, Ze ak delenec zvacsi o 2 a delitel
o 7, podiel sa nezmeni. O kol'ko treba zvacsit delitela, aby pri zva¢Seni delenca o 3 zasa vysSiel ten isty podiel?

(Michaela Petrova)
RieSenie:
Ak p6vodny delenec oznacime n, pdvodny delitel t a hladané cislo z, tak zo zadania dostavame podmienky

n+2_n_n+3

t+7 t t+z

Po Uprave prvej z nich dostavame:

nt+ 2t =nt+ 7n,

2t =7n,
t—7
—2n.

Po uprave druhej z nich dostavame:

nt + zn = nt + 3t,

zn = 3t,
z
3"
Porovnanim oboch vysledkov dostdvame:
gn =Sn
KedZe n je kladné, mozeme nim vydelit, a dostavame
z 7
377
21
z—3-—=7=10,5.

Delitel teda musime zvacsit o 10,5.

Poznamka:

Situacie zo zadania naozaj moze nastat: V stilade s medzivysledkom t = %n vyhovuje pripadt =2an=7.
Pokyny:

2 body za pomocné uvahy a ¢iastkové upravy; 2 body za vysledok; 2 body za dostato¢ny popis postupu rieSenia.

2 Po oslave odlozila mamicka posledny kisok torty pre tetu. Ked' teta konecne dorazila, nasla namiesto pochutky
len $pinavy tanier. Pri patrani po vinnikovi dostala mamicka od svojich styroch deti nasledujice odpovede:
Adam: ,Zjedla to Bianka alebo Cyril.,
Bianka: ,Zjedol to Adam alebo Cyril.",
Cyril: ,Nikto z nas neklame.’,

Dana: ,VSetci okrem mna klamu.”

Nakoniec sa ukazalo, Ze tortu dojedlo jedno z deti a Ze toto dieta hovorilo pravdu. Zistite, ktoré dieta to bolo.
(Erika Novotna)

RieSenie:

Dieta, ktoré zjedlo tortu, hovorilo pravdu, preto Adam ani Bianka tortu zjest nemohli. V pripade, Ze by to urobili,

nemohli by totiZ tvrdit, Ze to spravil niekto iny.



Keby tortu dojedol Cyril, musel by hovorit pravdu, teda by podla jeho tvrdenia musela hovorit pravdu aj Dana.
Dana v8ak tvrdi, Ze Cyril (rovnako ako aj Bianka a Adam) klame, ¢o je v spore.

TakZze Cyril tortu zjest nemohol, musela to urobit' Dana. Podla nej ostatné deti klamali, ¢o v tomto pripade naozaj
museli.

Poznamka:

Treba si uvedomit, Ze v tlohe pracujeme iba s implikaciou , Ak dieta zjedlo tortu, tak hovori pravdu.. Mé6zeme
junahradit’ jej obmenou , Ak dieta klamalo, tak tortu nezjedlo. ale v Ziadnom pripade z toho nemé6zeme usudit,
Ze ak dieta hovorilo pravdu, tak zjedlo tortu, resp. ak nezjedlo tortu, tak nevyhnutne muselo klamat. RieSenie
zaloZené na uvahach typu ,,Ak Adam hovori, Ze tortu nezjedol, tak klame, a teda ju nemohli zjest ani Cyril ani
Bianka.” sice vedu k rieSeniu ,Dana® ale si nespravne.

Pokyny:

2 body za vylucenie niektorych moznosti veducich ku sporu; 2 body za spravnu odpoved’ (Dana); 2 body za dosta-
tocné vysvetlenie.

Peter narysoval lichobeznik ABCD, ktorého zakladina AB bola dvakrat dlhsia ako zakladna CD, pricom strany
AD, DC a CB boli rovnako dlhé. Potom dorysoval Stvorec, ktory mal jednu stranu spolo¢nu s kratSou stranou
lichobeznika. Ten z novych vrcholov, ktory lezal blizsie k bodu B ako k bodu 4, oznacil N. Vypocitajte vel'kost
uhla ABN. Najdite vSetky moZnosti.

(AlZbeta Bohinikova)
RieSenie:
Zrovnosti dizok stran AD, DC a CB lichobeZnika vyplyva, Ze ho mdzeme rozdelit na tri rovnostranné trojuholniky
AXD,XDC aXBC.

D C

A

Vnutorny uhol ABC je teda 60° a BCD potom 120°. VSimnime si tiez, Ze AXCD a BXDC su kosoStvorce. To zna-
mena3, Ze strany AD a XC prvého sd rovnobezné a uhlopriecky DB a XC druhého sd navzajom kolmé. Z toho
dostavame, Ze Uisecky AD a DB su navzajom kolmé.

KedZe nas lichobeZnik ma tri najkratSie strany a pri kaZdej mohol Peter pouZit teoreticky obe polroviny fiou
urcené, do uvahy prichadza tychto Sest poldh:

1 Zakladna CD, polrovina DCB:

A -~ B
N

Trojuholnik BCN je rovnoramenny, so zhodnymi ramenami BC a CN a zhodnymi uhlami pri zakladni BN.
Vel'kost uhla BCN je rovna 120° — 90° ¢ize 30°. Vel'kost uhla CBN potom bude (180° — 30°) : 2 Cize 75°
a velkost uhla ABN bude 75° — 60° ¢ize 15°.

2 Zakladna CD, polrovina opa¢na k polrovine DCB:




Trojuholnik BCN je rovnoramenny, so zhodnymi ramenami BC a CN a zhodnymi uhlami pri zakladni BN.
Uhol BCN ma velkost 360° — 90° — 120° ¢iZe 150°, preto uhol CBN bude mat vel'kost (180° — 150°) : 2
¢ize 15° a uhol ABN bude 60° + 15° ¢ize 75°.

3 Rameno AD, polrovina ADB:

D c

Bod N lezi na usecke BD, kedZe t4, ako sme videli vyssie, je kolma na tisecku AD. To znamen3, Ze uhol
ABN je totoZzny s uhlom ABD, a z pravouhlého trojuholnika ADB teda dostavame, Ze jeho vel'kost bude
180° —90° — 60° cize 30°.

4 Rameno AD, polrovina opacna k polrovine ADB:

j ; D c
A B
V tomto pripade st vSak oba nové vrcholy Stvorca k B dalej nez k 4, takZe tato situicia nenastava.
D c
! \/B
N
Vel'kost uhla ABN je rovna rozdielu vel'’kosti uhlov NBC a ABC, ¢o je 90° — 60° ¢ize 30°.
6 Rameno BC, polrovina opacna k polrovine BCA:

5 Rameno BC, polrovina BCA:

N,

A B

Tu st oba nové vrcholy blizsie k B nez k A.
V prvom pripade je velkost uhla ABN; rovna stuctu vel'’kosti uhlov ABC a CBN; €o je 60° + 90° ¢iZe 150°.
V druhom pripade je vel'kost uhla ABN, rovna suctu vel'kosti uhlov ABC a CBN, (ktory ma vel'’kost 45°,
lebo BN, je osou pravého uhla CBN,), o je 60° + 45° ¢ize 105°.
Zhrnutim dostavame, Ze vel'’kost uhla ABN mozZe nadobudat hodnoty 15°, 30°, 75°, 105° alebo 150°.
Pokyny:
1 bod za urcenie vel'kosti vnutornych uhlov lichobeZnika; 2 body za dalSie postrehy a medzivysledky veduce
k rieSeniu; 3 body za spravne vysledky s dostato¢ny vysvetlenim.
RieSenie zahriiujice len jednu moZnost treba hodnotit nanajvys 4 bodmi.
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