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69. ro¢nik Matematickej olympiady Zadania tloh vyberového sustredenia

1. [C1] Alexandra a Benjamin stavaji stenu na ploche 1 x m policok. Striedavo
umiestnuju tehly, pricom Alexandra umiestnuje zelené tehly a Benjamin ¢ervené. Zacina
Alexandra. Vyska steny nikdy nesmie presiahnut n a v momente, ked je umiestnenych
m x n tehiel, hra kon¢i. Alexandra vyhra, ak sa jej podarilo vytvorit riadok pozosté-
vajica iba zo zelenych tehiel; inak vyhra Benjamin. Najdite vSetky dvojice (m,n), pre
ktoré vie Alexandra zarucene vyhrat, nech hra Benjamin Iubovolne.

2. [G2] Je dany ostrouhly trojuholnik ABC's patami vysok D, E, F po rade z vrcholov
A, B, C. Oznaéme wp a wc kruznice vpisané trojuholnikom BDF a CDE. Dalej
oznacme M a N po rade dotykové body wp a we s Useckami DF a DE. Priamka
MN pretina kruznice wg a we po rade v bodoch P # M a Q # N. Dokazte, ze
|[MP| = |NQ|.

3. [A3] Nech n 2 2 je kladné celé ¢islo a aq, . . ., a, st redlne ¢isla so suctom 0. Definujme
mnozinu A nasledovne:

Dokazte, ze ak je mnozina A neprazdna, tak

Z aia; < 0.

(i,j)eA

4. [Al] Pre vsetky celé ¢isla n > 1 najdite vSetky nekonstantné polynémy P(x)
s redlnymi koeficientami, ktoré pre vetky reélne ¢isla x spliiajt

P(z)- P(z?)--- P(z") = P(.r%n(n“)) .

5. [N2] Najdite vsetky trojice (a,b,c) kladnych celych &isel spliiajtcich a® 4 b3 4 ¢ =
= (abc)?.

6. [G3] Body X a Y lezia vnutri stran AB a AC ostrouhlého trojuholnika ABC tak, ze
obraz priamky BC v osovej simernosti podla priamky XY je doty¢nica ku kruZnici w

opisanej trojuholniku AXY. Ozna¢me O stred kruznice opisanej trojuholniku ABC.
Dokazte, ze kruznica opisana trojuholniku BC'O sa dotyka w.

7. [AO] Nech f : Z — Z je funkcia taka, ze pre vSetky celé ¢isla = a y plati

f(f(x) —y) = fly) = F(f(2)).

Dokazte, ze funkcia f je ohranicena.



8. [NO] Pre kladné celé ¢islo N oznac¢me f(NN) poéet usporiadanych dvojic kladnych
celych ¢isel (a,b) takych, ze ¢islo
ab
a+b

je celé a je delitefom N. Dokazte, ze pre kazdé kladné celé ¢islo n plati, ze f(n) je druha
mocnina celého ¢isla.

9. [GO] V ostrouhlom trojuholniku ABC' pretina os vnatorného uhla BAC stranu BC
v bode D. Os tsecky AD pretina kruznicu opisanti trojuholniku ABC' v bodoch E a F'.
Dokéazte, ze kruznica opisané trojuholniku DEF sa dotyka BC.

10. [CO] V mestecku Vyberkovo existuju tri koly A, B, C, pricom kazda navstevuje
aspori jeden Student a kazdy Student navstevuje prave jednu Skolu. Pre Tubovoln trojicu
studentov takych, ze jeden navstevuje A, jeden navstevuje B a jeden navstevuje C', plati,
ze nejaki dvaja z nich sa poznaju a nejaki dvaja z nich sa nepoznajia. Dokazte, Ze aspon
jedno z nasledovnych tvrdeni je pravdivé:

(i) Nejaky Student z A pozna vsetkych Studentov z B.

(ii) Nejaky student z B pozné vSetkych Studentov z C.
(iii) Nejaky student z C' pozna vsetkych Studentov z A.

11. [N1] N4jdite vietky mozné hodnoty vyrazu a3+b3+c3—3abe, kde a, b, ¢ st nezdporné
celé cisla.

12. [A2] Nech uy, ..., uspoo st realne é&isla splhajtce

UL+ ...+ U290 =0,

2 2 —
uj + ...+ uzg = 1.

Ozna¢me a = min{uy, ..., U020} a b = max{uy, ..., uz}. Dokazte, ze
1
ab < ———.
- 2020

13. [C3] Na stole lezi 69 prazdnych krabic K1, ..., Kgg. Mame k dispozicii neobmedzené
mnozstvo gulocok. Je dané celé ¢islo n. Anastéazia a Bartolomej hraju nasledovnu hru:
V prvom kole Anastazia vezme n guldcok a rozdeli ich do 69 krabic podla svojho priania.
Kazdé dalsie kolo pozostava z nasledovnych krokov:

(a) Bartolomej si zvoli celé ¢islo 4 splitajiice 1 < i < 68 a rozdeli krabice na dve
skupiny Kl, ‘e 7Ki a Ki-l-lv SR ,Kﬁg.

(b) Anastéazia si vyberie jednu z tychto skupin, pridd po jednej gulocke do
kazdej krabice z vybratej skupiny a odstrani po jednej gulocke z kazdej krabice z druhej
skupiny.

Bartolomej vyhrava, ak na konci nejakého kola zostane nejaka krabica prazdna.
Najdite najmensie n také, Ze Anastazia vie zabranit Bartolomejovi vo vitazstve.



14. [G1] Je dany trojuholnik ABC'. Kruznica I" prechadzajica bodom A pretina tisecky
AB a AC po rade v jej vnutornych bodoch D a F, a tiez pretina tsecku BC' v jej vnu-
tornych bodoch F' a G tak, ze F' lezi medzi B a GG. Doty¢nica ku kruznici opisanej BDF
v I a doty¢nica ku kruznici opisanej C EG v G sa pretinaja v bode T'. Predpokladajme,
ze A # T. Dokazte, ze AT || BC.

15. [C2] Je danad mnoZina n cukrikov, pricom kazdy vazi asponi 1 gram, a ich celkova
vaha je 2n gramov. Dokézte, Ze pre kazdé realne ¢islo r spliajice 0 < r < 2n — 2 vieme
vybrat cukriky, ktorych celkova véha je aspom r gramov, avSak najviac r + 2 gramov.

16. [N3] Nech Z~ ¢ oznacuje mnozinu kladnych celych ¢isel. Je dana kladna celoéiselna
konstanta K. Najdite vSetky funkcie f:Z~g — Z~( také, ze pre vSetky kladné celé ¢isla
a, b spliiajice a + b > K plati

a+ f(b) | a® +bf(a).



