Cesko-polsko-slovensko-rakiiske stretnutie 2022

ISTA, Rakusko
(Prvy den — 2. jul 2022)

1. Nech k je kladné celé ¢islo nie vicsie nez 2022. Alica a Bob hraju hru na planiku
0 2022 x 2022 polickach. Na zaciatku hry st vsetky policka biele. Hraci sa striedaju
v fahoch, Alica zac¢ina. Alica mo6ze vo svojom tahu zafarbif jedno biele policko na-
¢erveno alebo vynechat tah. Bob moze vo svojom tahu zafarbit jeden biely Stvorec
tvoreny k x k polickami cely namodro alebo vynechaf tah. Akonahle obaja hraci
vynechaju tah, hra sa kondi a hrac, ktory zafarbil viac policok, vyhréava (ak nevyhra
ani jeden hrac¢, nastava remiza).
Pre kazdé celé k od 1 do 2022 vratane urcte, ktory hra¢ ma vitaznu stratégiu.

2. N4jdite vSetky funkcie f také, ze f : (0,00) — (0,00) a

y+1) 1 .
f<f(g€)+f(y)>_f(y)+ !

pre vsetky kladné ¢isla = a y.

3. Kruznice ; a )y s roznymi polomermi sa pretinaju v dvoch réznych bodoch.
Oznacme jeden z nich P.

Priamka [ prechadzajica P pretina oblik patriaci €2; nachadzajici sa na von-
kajsej strane {2 v bode X; a oblik patriaci €2, na vonkajsej strane €2y v X5. Nech
R je bod tsecky X, X, taky, ze |[PX,| = |RX,|. Dalej T je priesecnik dotycnice k
v X; a dotyc¢nice k Qs v Xo.

Dokazte, ze pre dané kruznice €2y a {25 a bod P existuje kruznica, dotykajica sa
priamky RT bez ohladu na volbu [.

Cas: 4 hodiny a 30 mindt.
Za kazdid wlohu mozno ziskat 7 bodov.

Language: Slovak



Cesko-polsko-slovensko-rakiiske stretnutie 2022

ISTA, Rakusko
(Druhy den — 3. jul 2022)

4. Oznac¢me 7(n) pocet kladnych delitelov kladného celého ¢isla n a o(n) stucet jeho
kladnych delitelov. Najdite vSetky kladné celé n také, ze

kde [z] znamend najmensie celé ¢islo nie mensie nez x.

5. Nech v trojuholniku ABC' spliiajicom |AB| < |AC| mé kruznica jemu opisana
stred O. Os uhla BAC pretina stranu BC' v D. Kolmica na BC' v D pretina tsecku
AO v X. Dalej nech Y je stred tsecky AD. Dokazte, ze B, C, X a Y lezia na
kruznici.

6. Majme 26 pismen A az Z. Retazec je konecna postupnost tychto pismen. Retazec
je pekny, ked obsahuje kazdé z 26 pismen aspon raz a vSetky permutacie nasich 26
pismen sa v nom vyskytuju ako podpostupnosti rovnako velakrat. Dokazte, ze:

1. existuje pekny refazec,
2. kazdy pekny refazec ma aspon 2022 pismen.

(Permutacia m danych 26 pismen sa vyskytuje v retazci r ako podpostupnost ak
existuje 26 indexov 71 az 196 tak}'fch, el <lg < -0 < 196 & (Til, Tigyon- 77’1‘26) = 7T.)

Cas: 4 hodiny a 30 minit.
Za kazZdu ulohu mozno ziskat 7 bodov.

Language: Slovak



