MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie A

1

N1 V obore reédlnych ¢isel rieste rovnicu |[3x + 5] = 10.

N2 V obore reélnych ¢isel rieste sistavu rovnic x + |2y] = 8, [3x] —y = 3.

D1 V obore redlnych ¢isel rieste sustavu rovnic 3x + |y| = 10, [4x] + x +y = 17.

D2 V obore realnych ¢isel rieste stistavu rovnic |[x + y| = x —y, [5y + x] = 5y — x.

2

N1 Dokazte, Zze konvexny Stvoruholnik ABCD je tetivovy (t. j. jeho vrcholy lezia na jednej kruznici) prave vtedy,
ked plati |[<ABD| = |<ACD|.

N2 Dokazte, ze konvexny Stvoruholnik ABCD je tetivovy prave vtedy, ked sucet vel'kosti uhlov ABC a ADC je
180°.

N3 Dokéazte tvrdenie o, Svrékovom bode”: V lubovolnom trojuholniku ABC prechadza os vnutorného uhla BAC
stredom toho oblika BC kruznice opisanej trojuholniku ABC, na ktorom nelezi vrchol A.

D1 Dokazte tvrdenie o ,troch prstoch“: V. danom trojuholniku ABC ozna¢me I stred kruznice vpisanej a S stred
toho oblika BC kruznice opisanej trojuholniku ABC, na ktorom neleZzi vrchol A. Potom plati |SB| = |SI| =
|SC].

D2 Dokazte, Ze os vonkajSieho uhla pri vrchole A l'ubovolného trojuholnika ABC prechadza stredom toho oblika
BC kruZznice opisanej trojuholniku ABC, na ktorom lezi vrchol A.

D3 Je dany ostrouhly trojuholnik ABC. Vnutri strany AB lezi bod D a na polpriamke opacnej k CA lezi bod E
tak, Zze |BD| = |CE|. Dokazte, Ze kruZnice opisané trojuholnikom ABC a ADE maji okrem bodu A eSte dalsi
spolo¢ny bod na osi uhla BAC.

3

N1 UvaZujme situaciu sutaznej ulohy pre pripad n = 3. Vodorovnym nazveme kazdy tah, pri ktorom je Zetén
posunuty v riadku. Udajte priklad postupnosti tahov, ktorou splnime ciel’ tlohy a ktora pritom obsahuje
najmensi mozny pocet vodorovnych tahow.

N2 Pre kazdé kladné prirodzené ¢islo n dokéazte rovnost 1 +2+ 4+ 5+ + (3n—2) + (3n — 1) = 3n?.

N3 Zdovodnite, Ze v priebehu tahov veducich k cielu sitaznej tlohy sa z kazdych dvoch Zeténov musi aspon
jeden niekedy dostat' do horného riadku hracieho planu.

D1 UvaZujme rovnaké pociatoCné rozostavenie 2n zZeténov ako v sitaznej ilohe. Najmenej kol'’kymi tahmi mozno
ziskat rozostavenie, ked opat’ vSetky Zetdny budu v dolnom riadku, avSak Zetén 1 sa ocitne v poslednom
stlpci?

D2 Vjednom rade stoji n Zeténov postupne s ¢islami od 1 do n. V kazdom tahu méZeme navzajom vymenit dva
susedné Zetony. Kol'kym najmenej tahmi mozno povodné poradie Zetonov zmenit na opacné, t. j. s ¢islami
odndo1?

D3 V situacii zo sutaznej ulohy je tentoraz v dolnom riadku rozmiestnenych 2n Zeténov s c¢islami 1, 2,..,, 2n

v lubovolnom poradi. Najmenej kol'’kymi najmenej tahmi mozno vzdy dosiahnut to, aby vSetkych 2n Zeténov
bolo v dolnom riadku rozmiestnenych vzostupne, t. j. v poradi ako na zaciatku pévodnej tilohy?

4 Redlne cislo, ktoré rozdeluje koneénu postupnost realnych ¢isel usporiadanych podla vel’kosti na dve rovnako
pocetné Casti, sa nazyva jej medidn. V pripad, Ze prvkov je neparny pocet, existuje prave jeden median - je to
Cislo v strede tejto postupnosti.

Cislo q zo zadania sutaznej tlohy je teda prave jej medidnom.

N1

N2

Martin napisal na tabulu hodnotu rozdielu i/j — j/i pre kazdd dvojicu kladnych prirodzenych cisel i < 5,
j < 5. Urcte median vSetkych cisel na tabuli.

Rieste sutaznu ulohu pre pripad k = n.
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Rieste sutaznu tlohu pre pripad n = 3.
Dokazte, Ze pre l'ubovolnu Stvoricu redlnych ¢isel a, b, ¢, d, pricom b > 0 ad > 0, plati
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NapiSme na tabulu sticet a + b+ c +d + e pre kazdu péticu (a, b, ¢, d, e) kladnych prirodzenych ¢isel mensich
ako 6. Urc¢te median vsetkych 5° ¢isel na tabuli.

Nech k, n st nepér_ne_ prirodzené Cisla. Pre kazdé dve kladné prirodzené ¢islaia j, kdei < k, j < n, napiSme
na tabulu zlomok % Urcite median vSetkych tychto zlomkov. VyuZite na to vysledok stitaznej ulohy.
Uvazujme mnozinu {1, 2, 4,5, 8,10, 16, 20, 32,40, 80, 160} a vSetky jej trojprvkové podmnoziny. Rozhodnite,
Ci je viac tych, ktoré maju sucin svojich prvkov vacsi ako 2006, alebo tych, ktoré maju sucin svojich prvkov
mensi ako 2006.

Martin pre kazdu neprazdnu podmnozinu M mnoziny {0, 1, ..., 16} napisal na tabulu zvySok stuctu vsetkych
prvkov z M po deleni ¢islom 17. Urcte, ktory zvySok ma na tabuli najvacsi pocet vyskytow.

Zlomkovou Castou {x} redlneho ¢isla x nazyvame ¢islo x — |x], kde |x] oznacuje celil ast’ ¢isla x (pozri
sttazni dlohu 1). Uvazujme jednak median &isel {(V1}, {v/2}, ..., {¥999 999}, jednak median ¢&isel {31}, {3/2},
v {3\/ 999 999}. Ktory z tychto medianov je vacsi?

5
N1

Nech X je vnatorny bod trojuholnika ABC. Dokazte, Ze X leZi na jeho taznici z vrcholu A prave vtedy, ked’
trojuholniky ABX a ACX maju rovnaky obsah.

V tlohach N2, N3, N4 budeme skiimat' situaciu zo sutaZnej tlohy. Nech teda v ostrouhlom réznostrannom troj-
uholniku ABC je M stred strany AB, K a L priesecniky osi uhla pri vrchole A postupne s osami stran AB a AC,
ktorych priesecnik je oznaceny 0. Napokon H je priese¢nik vySok trojuholnika KLO.

N2
N3

N4
D1

D2
D3

Ukéazte, Ze vzdialenost bodu H od priamky AC sa rovna |KM|.

Nech priamka HK pretina stranu AB v bode E a priamka HL stranu AC v bode F. Dokazte, ze priamka AH
deli usecku E'F na dva zhodné dseky.

Pri oznaceni z tlohy N3 dokazte, Ze trojuholniky EMK a FNL st podobné.

Pouzitim vysledku tlohy N1 dokazte zname tvrdenie, Ze taznice lubovolného trojuholnika sa pretinaji v jed-
nom bode.

V trojuholniku ABC ozna¢me D priese¢nik osi uhla BAC so stranou BC. Ukazte, Zze |BD| : |DC| = |AB| : |AC]|.
Os uhla BCA trojuholnika ABC pretne jemu opisant kruznicu v bode R r6znom od bodu C, os strany BC

pretne vbode P a os strany AC v bode Q. Stred strany BC oznacdime K a stred strany AC oznacime L. Dokazte,
Ze trojuholniky RPK a RQL maju rovnaky obsah.

6 Vilohach N1-N4 a D1 je (a,)n= postupnost zo zadania stitaznej tlohy.
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Dokazte, Ze ak m # n, tak a,, a a,, si nesudelitelné ¢isla.

Pre kazdé kladné n vyjadrite a,,,; iba pomocou a,,.

Nech p je prvocislo,p = 3 ap | a,, — 1 pre nejaké n. Ukazte, ze ak m > n, tak p t a,,.

Nech p je prvocislo,p = 3 ap | a, — 1 pre nejaké n. Ukazte, ze ak m < n, tak p t a,,.

Dokéazte, Ze ak m > n > 1, tak ¢isla a2, + a,, + 1a a2 + a, + 1 st nesddelitelna.

Dokazte, ze existuje nekonecne vela prvocisel, z ktorych kazdé je delitelom 22" +1 pre nejaké prirodzené
Cislo n.

DokaZte, Ze existuje nekonecne vela prvodisel, z ktorych kazdé je delitelom 22"*1 — 1 pre nejaké prirodzené
¢islo n.

Dokate, Ze existuje nekoneéne vela prvocisel, ktoré nie si delitelmi 22" + 1 pre Ziadne prirodzené &islo n.

DokaZte, Ze existuje nekoneéne vela prvoéisel, ktoré nie st delitelmi 22”*! — 1 pre Ziadne prirodzené ¢islo
n.




MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie A

1

N1 V obore redlnych ¢isel rieste rovnicu |3x + 5] = 10.
RieSenie:
Redlne ¢&islo x spiiia dant rovnicu prave vtedy, ked 10 < 3x + 5 < 11. VSetky rieSenia tejto stistavy dvoch
nerovnictvoriainterval[2,2).

N2 V obore reélnych ¢isel rieste sistavu rovnic x + |2y] = 8, [3x] —y = 3.
Riesenie:
Podla prvej rovnice je ¢islo x celé, podla druhej je aj ¢islo y celé. Tym padom [2y| = 2y a |3x] = 3x, takZe
mame sustavu x + 2y = 8, 3x — y = 3. Ta ma jediné riesSenie (2, 3), €o je aj rieSenie pdvodnej stistavy, lebo
obe ¢isla x, y vysli celé.

D1 V obore redlnych ¢isel rieSte sustavu rovnic 3x + |y| = 10, [4x] + x + y = 17.
RieSenie:
Podla prvej rovnice je ¢islo 3x celé, podla druhej je aj ¢islo x + y celé. Tym paddom nastane jeden z troch
pripadov:

o Cislo x je celé. Potom aj ¢&isla y a 4x st celé. Dostavame ststavu 3x + y = 10, 5x + y = 17, ktora vsak
nema riesenie v obore celych ¢isel.

o Cislo x ma tvar x’ + %, kde x' je celé ¢islo. Potomy = y' + g pre nejaké celé ¢islo y’ a |4x] = 4x’ + 1.
Dostaneme tak sdstavu 3x’ + y' = 9,5x’ + y' = 15 s jedinym rieSenim (3, 0), ktorému zodpoveda
rieSenie (?, %) povodnej ststavy.

o Cislo x ma tvar x’ + g, kde x' je celé ¢islo. Potomy = y' + % pre nejaké celé ¢islo y’ a |4x] = 4x’ + 2.
Tentoraz ndm vyjde sdstava 3x’ +y’ = 8,5x' + y’' = 14 s jedinym rieSenim (3, —1), ktorému zodpoveda
rieSenie (%, —g) povodnej sustavy:.

D2 V obore redlnych ¢isel rieste ststavu rovnic [x + y] = x — y, [5y + x] = 5y — x.
RieSenie:
KedZe obe Cisla x — y a 5y — x su celé, ich stcCet rovny 4y je tieZ celé ¢islo. Preto zo zadanych rovnic vyplyva
Sy—x = [5y+x] = [4y+(@+x)| =4y +ly+x] =4y+(x—-y) =3y+xtj5y—x =3y+x
odkial' y = x. P6vodnd stistavu potom mozno zapisat’ ako dvojicu rovnic |2x] = 0 a |6x] = 4x. Tejto sustave
vyhovuju prave tie redlne x, pre ktoré sucasne plati 0 < 2x < 1, 4x < 6x < 4x + 1 a pritom c¢islo 4x je celé.
PretoZe vSetky nerovnice z poslednej vety st splnené len pre ¢isla z intervalu [0, %), vyhovuju prave hodnoty
0a-:.
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2

N1 Dokazte, ze konvexny Stvoruholnik ABCD je tetivovy (t. j. jeho vrcholy leZia na jednej kruznici) prave vtedy,
ked plati |[*ABD| = |<ACD|.
RieSenie:

e Nech vrcholy 4, B, C, D lezia na kruznici so stredom S. Podla vety o obvodovom a stredovom uhle potom
plati |<ABD| = - |«ASD| = |«ACD|.

e Nech naopak plati |[*ABD| = |&ACD|. Ozna¢me S, T stredy kruZnic opisanych postupne trojuholnikom
ABD, ACD. Oba tieto stredy lezia na osi usecky AD a v rovnakej polrovine s hrani¢nou priamkou AD.
Podla vety o obvodovom a stredovom uhle navySe plati |<ASD| = 2 |XABD| = 2 |XACD| = |XATD|.
Dokopy uz dostavame, Ze S = T, takze kruznice opisané trojuholnikom ABD, ACD splyvaju.

N2 DokaZte, Ze konvexny Stvoruholnik ABCD je tetivovy prave vtedy, ked sucet vel'kosti uhlov ABC a ADC je

180°.
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RieSenie:
e Nech vrcholy 4, B, C, D leZia na kruZnici so stredom S. Konvexny a nekonvexny uhol ASC sa dopliiajii do

uhla 360°. Sucet velkosti tychto dvoch stredovych uhlov je rovny dvojnasobku sictu vel'’kosti obvodovych
uhlov ABC a ADC, ktory sam je teda rovny 180°.

e Nech naopak plati |[*ABC| + |<ADC| = 180°. V pripade, ked oba uhly ABC, ADC st pravé, vyplyva
potrebny zaver z Talesovej vety. V opacnom pripade mdéZeme predpokladat, Ze napriklad uhol ABC je
ostry a uhol ADC je tupy. Potom vo vnutri polroviny ACB leZi ako stred S kruZnice opisanej trojuholniku
ABC, tak aj stred T kruznice opisanej trojuholniku ADC, pritom oba konvexné uhly ASC a ATC maja
postupne vel'kosti 2 |€ABC| a 360° — 2 |<ADC|, ktoré su vdaka predpokladu rovnaké. NavysSe oba body
S, T lezia na osi usecky AC, takZe spolu dostdvame S = T, a teda kruZnice opisané trojuholnikom ABC,
ADC splyvaju.

Dokéazte tvrdenie o ,Svrékovom bode”: V lubovolnom trojuholniku ABC prechadza os vnutorného uhla BAC
stredom toho oblika BC Kkruznice opisanej trojuholniku ABC, na ktorom nelezi vrchol A.

RieSenie:

Oznacme S priesecnik osi uhla BAC s kruznicou opisanou trojuholniku ABC rozny od A. V tetivovom $tvor-
uholniku ABSC plati |<CBS| = |€CAS| = |[¥BAS| = |&BCS|. Toznamen4, Ze BSC je rovnhoramenny trojuhol-
nik so zakladnou BC, teda S je stred prislusného oblika BC. Inak je mozné vyuzit vSseobecnejsie tvrdenie:
Dva obvodové uhly v tej istej kruznici st zhodné prave vtedy, ked' si zhodné obliky, ktorym tieto obvodové
uhly zodpovedaju.

Dokazte tvrdenie o ,troch prstoch”: V danom trojuholniku ABC oznacme [ stred kruznice vpisanej a S stred
toho oblika BC kruznice opisanej trojuholniku ABC, na ktorom nelezi vrchol A. Potom plati |SB| = |SI| =
|SC|.

RieSenie:

Staci zrejme dokazat len jednu rovnost |SB| = |SI|. Pri Standardnom oznaceni vel'kosti vnitornych uhlov
trojuholnika ABC plati

|«SBI| = |«SBC| + |«CBI| = |«SAC|+ B/2 = a/2 + B/2.
KedZe SIB je vonkajsi uhol trojuholnika ABI, plati tiez
|«SIB| = |«IAB| + |<ABI| = a/2 + B/2.

Trojuholnik SIB tak skutocne ma rovnaké ramena SB a S1.

DokaZzte, Ze os vonkajSieho uhla pri vrchole A I'ubovolného trojuholnika ABC prechadza stredom toho oblika
BC kruznice opisanej trojuholniku ABC, na ktorom lezi vrchol A.

Riesenie:

Oznacme N priesecnik osi vonkajsieho uhla pri vrchole A s kruznicou opisanou rézny od A. (V pripade |AB| =
|AC|, ked' sa tato os kruZnice opisanej iba dotyka, je tvrdenie tlohy zrejmé.) UvaZujme tieZ bod S z ilohy N3.
KedZe S leZi na osi vnutorného uhla, N na osi vonkajSieho uhla a tieto dve osi st navzdjom kolmé, plati
|«SAN| = 90°. Podla Talesovej vety je potom SN priemerom kruZnice opisanej trojuholniku ABC. KedZe S
je pritom stred jej oblika BC neobsahujiceho bod 4, N je stred druhého oblika BC.

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC. Vnutri strany AB leZi bod D a na polpriamke opacnej k CA leZi bod E
tak, Zze |BD| = |CE|. Dokazte, Ze kruznice opisané trojuholnikom ABC a ADE maji okrem bodu A eSte dalsi
spolo¢ny bod na osi uhla BAC.

RieSenie 1:

Na polpriamky opa¢né k CA a BA dokreslime postupne body B’ a C’ uréené rovnostami |B'C| = |AB]|
a |C'B| = |AC]. Podla vysledku sttaznej tlohy stred kruznice opisanej trojuholniku AB’C’ lezi na kruzni-
ci opisanej trojuholniku ABC. Tento vysledok méZeme uplatnit na trojuholnik AB'C’ eSte raz, ked' za vy-
chodiskovy vezmeme trojuholnik ADE a prihliadneme na rovnosti |B'E| = |B'C| — |CE| = |AB| — |BD| =
|AD|a|C'D| = |C'B| + |BD| = |AC| + |CE| = |AE]. Stred kruZnice opisanej trojuholniku AB’C’ leZi preto
tieZ na kruznici opisanej trojuholniku ADE. Nasli sme tak priese¢nik kruznic opisanych trojuholniku ABC
a trojuholniku AADE, ktory je rozny od bodu A a ktory leZi na osi uhla BAC - ide totiZ o stred kruZnice
opisanej trojuholniku AB’C’, ktory je podla osi uhla BAC stiimerny, lebo obe jeho strany AB’, AC' majt dlzku
|AB| + |AC|.

RieSenie 2:

Oznacme S stred kratSieho obltika BC kruznice opisanej trojuholniku ABC. Z tetivového Stvoruholnika ABSC
mame |[&DBS| = |XECS|, apreto trojuholniky DBS a ECS si zhodné podla vety sus. Odtial' |[<ADS| = 180° —
|«SDB| = 180° — |XSEC| = 180° — |«SEA|, takZe podla tlohy N2 je aj Stvoruholnik ADSE tetivovy.
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UvaZujme situaciu sutaznej ulohy pre pripad n = 3. Vodorovnym nazveme kazdy tah, pri ktorom je Zeton
posunuty v riadku. Udajte priklad postupnosti tahov, ktorou splnime ciel’ tlohy a ktora pritom obsahuje
najmensi mozny pocet vodorovnych tahow.

RieSenie:

Tabul'ka ma $est’ stipcov, preto so Zeténom 1 musime vykonat aspoii 5 tahov doprava, so Zeténom 2 aspori
3 doprava, so Zeténom 3 aspon 1 doprava, so Zetbnom 4 aspon 1 dolava, so zetdnom 5 asponl 3 dolava
a so Zetébnom 6 aspon 5 dolava. Celkom tak potrebujeme aspoii 18 vodorovnych tahov. Vyhovujuci priklad
s 18 vodorovnymi tahmi: Najprv presunieme Zetény 2 az 6 hore, potom zetdén 1 do jeho ciela, nasledne Zetony
2 az 5 dole a potom Zetdn 6 do jeho ciela. Takto sme vodorovnymi tahmi iba so Zeténmi 1, 6 dosiahli to, Ze
sa prehodili. Podobne potom prehodime Zetény 2, 5 a nakoniec Zetény 3, 4.

Pre kazdé kladné prirodzené ¢islo n dokadzte rovnost 1 +2 4+ 4+ 5+ -+ (3n — 2) + (3n — 1) = 3n?.
RieSenie 1:

PouzZijeme indukciu vzhladom na &islon. Ak n = 1, rovnost plati (1+2 = 3-12). Ak plati pre nejaké k, tak pre
k+1juodvodime takto: 1+2+---+(3k+1)+(3k+2) = 3k?+(Bk+1)+(3k+2) = 3k?+6k+3 = 3(k+1)%
RieSenie 2:

S¢itame 2n rovnostii + (3n—i) = 3n,kdei € {1, 2, ...,3n — 2,3n — 1}, a vyslednd rovnost vydelime dvoma.
Zdovodnite, Ze v priebehu tahov veducich k cielu sutaznej tlohy sa z kazdych dvoch Zeténov musi aspon
jeden niekedy dostat' do horného riadku hracieho planu.

RieSenie:

Uvazme Zetény i a j, kde i < j. Na zaciatku je i nalavo od j, ale na konci je i napravo od j. Takto by sa ich
poradie v dolnom riadku nemohlo vymenit, keby oba Zetdny boli v tomto riadku stéle.

UvaZujme rovnaké pociatocné rozostavenie 2n zZetdnov ako v sitaznej tlohe. Najmenej kol’kymi tahmi mozno
ziskat' rozostavenie, ked' opat’ vSetky Zetony budu v dolnom riadku, avsak Zetén 1 sa ocitne v poslednom
stlpci?

RieSenie:

V prvom tahu musime posunut nejaky Zet6n hore a niekedy neskér ho posunut dole. S Zeténom 1 musime
vykonat aspoii 2n — 1 tahov doprava. Aby sme vysvetlili, Ze celkovy pocet tahov dolava je tieZ aspon 2n — 1,
oznacme stlpce zlava doprava ¢islami 1 aZ 2n a uvazujme premennu veli¢inu, ktora je rovna suctu 2n cisel
tych stlpcov, v ktorych sa jednotlivé z 2n Zeténov aktudlne nachadzaju. Tato veli¢ina ma v pociato¢nom aj
koncovom rozostaveni rovnakd hodnotu (rovnt 1 + 2 + -+ + 2n), s kazdym tahom doprava vzrastie o 1,
s kaZdym tahom dolava klesne o 1 a pri tahoch v stlpcoch sa nemeni - preto musia byt celkové pocty tahov
doprava a tahov dolava dokonca rovnaké. Dokazali sme tak, Ze tahov vSetkymi smermi musi byt aspon 2 +
(2n—1) + (2n — 1) ¢iZe 4n.

Pocet 4n tahov stadi: Zetén 1 posunieme nahor, potom vsetky ostatné o 1 poli¢ko dolava a nakoniec Zetén 1
do posledného stlpca a nadol.

V jednom rade stoji n Zeténov postupne s ¢islami od 1 do n. V kazdom tahu méZeme navzajom vymenit dva
susedné Zetony. Kol'kym najmenej tahmi mozno povodné poradie Zetonov zmenit na opacné, t. j. s ¢islami
odndo 1?
RieSenie:
Kazdu dvojicu zeténov musime niekedy (ako susedné dva Zetony) prehodit. KedZe vsetkych dvojic je n(nT_D,

2D pahov.

potrebujeme aspon

Tol'’ko tahov skutocne staci - presunieme napriklad najprv Zetén 1 na posledné miesto (n — 1 tahov), potom
Zeton 2 na predposledné miesto (n — 2 tahov) atd., az nakoniec Zetéon n — 1 na druhé miesto (1 tah). Tak
vykondme prave (n — 1) + (n — 2) + - + 2 4+ 1 Cize n(nT_l) tahow.

V situdcii zo sutaznej tlohy je tentoraz v dolnom riadku rozmiestnenych 2n Zeténov s cislami 1, 2,..., 2n
v lubovolnom poradi. Najmenej kol'’kymi najmenej tahmi mozno vzdy dosiahnut to, aby vSetkych 2n Zeténov
bolo v dolnom riadku rozmiestnenych vzostupne, t. j. v poradi ako na zaciatku pévodnej tlohy?

Riesenie:

Tento pocet je rovnaky ako pocet tahov v sitaznej tlohe (ktory tu prezradzat nebudeme).

Najprv dokaZzeme matematickou indukciou nasledujice tvrdenie: Nech k je kladné prirodzené ¢islo. UvaZujme

hraci pldn k X 2, na ktorom je (iba) v hornom riadku nejaky pocet Zeténov s urcitymi navzdjom réznymi cislami
vybranymi z mnoZiny {1, 2, ..., k}. Potom existuje takd postupnost’ tahov, ktord pre kaZdé i premiestni Zeton



s ¢islom i (ak na pldne je) na dolné policko i. stipca a ktord na to pre kaZdy Zetén vyuZije najmensi mozny pocet
tahov. Ak k = 1, tvrdenie zjavne plati. Nech teraz k > 2 a nech pre kazdé m, kde m < k, tvrdenie plati. Na
zadanom plane k x 2 (ktory spiiia predpoklady tvrdenia) vezmime Zetén s najva¢$im ¢islom, oznaéme ho
i, tento Zetén posutime nadol a potom ho presutime do i. stipca. Nasledne vdaka indukénému predpokladu
presunieme na spravne miesta vietky Zetény, ktoré sa nachadzajt v prvych i — 1 stipcoch. Potom budeme po
jednom zlava prestivat’ este Zetony, ktoré v zadanom plane k x 2 pripadne zostali od i. stipca napravo: Kazdy
z nich presunieme najskér dolava do jemu prislusného stipca a potom nadol. Zostavili sme tak pre zadany
plan 2 X k postupnost tahov, ktora ma zrejme vsetky potrebné vlastnosti. Dokaz indukciou je tak ukonceny.

Prejdime k vlastnej lohe D3. Pri l'ubovolnej vychodiskovej situacii s tahmi zacneme tak, zZe vSetky Zetony -
okrem toho s ¢islom 2n - posunieme nahor a potom Zetdn 2n presunieme na posledné miesto (ak uz tam
nestal). Nasledne na Zetény z prvych 2n — 1 stipcov uplatnime postupnost’ tahov z dokazaného tvrdenia.
Nakoniec potom na spravne miesto presunieme pripadny Zetén z horného poli¢ka posledného stipca. Pri
takej konStrukcii bude pocet tahov najvacsi, ak budu na zaciatku Zetény usporiadané zostupne. V tomto pri-
pade optimalnost konstrukcie vyplyva z rieSenia povodnej tlohy.

4 Realne cislo, ktoré rozdeluje kone¢nu postupnost realnych ¢isel usporiadanych podla vel’kosti na dve rovnako
pocetné Casti, sa nazyva jej medidn. V pripad, Ze prvkov je neparny pocet, existuje prave jeden median - je to
Cislo v strede tejto postupnosti.

Cislo q zo zadania sutaZnej tlohy je teda prave jej medianom.

N1

N2

N3

N4

D1

Martin napisal na tabulu hodnotu rozdielu i/j — j/i pre kazda dvojicu kladnych prirodzenych ¢isel i < 5,
j < 5. Urcte median vsetkych ¢isel na tabuli.

RieSenie:

Oznacme f(i,j) = i/j —j/i, potom na tabuli je 25 ¢isel. Znich 5,ato f(1,1), f(2,2), f(3,3), f(4,4) a f(5,5),
je rovnych 0. ZvySnych 20 ¢isel rozdelime do 10 dvojic: Kazdé ¢islo f(i, ), kde i # j, sparujeme s ¢islom
f(,1).V kaZdej dvojici je zrejme jedno ¢islo kladné a jedno ¢islo zdporné. Na tabuli je tak 10 ¢isel kladnych,
10 zapornych a 5 nul. Median je preto 0.

Rieste sutaznu ulohu pre pripad k = n.

Riesenie:

Podobne ako v tilohe N1 vyclenime zvlast zlomky f s hodnotou 1 - tych je k, teda neparny pocet. Ostatné
zlomKy zase rozdelime do dvojic: kazdy zlomok f sparujeme s prevratenym zlomkom % V kazdej dvojici je
zrejme jeden zlomok mensi ako 1 a jeden zlomok vacsi ako 1. Zlomkov mensich ako 1 je teda rovnaky pocet
ako zlomkov vicsich ako 1, takZe median je 1.

Rieste sutaznu ulohu pre pripad n = 3.

RieSenie:

Na tabuli mame pre kazdé i z {1, 2, ..., k} napisané tri zlomky %, %, é Zamerajme sa najprv na zlomky %

KedZe k je neparne, vo vzostupnom poradi tychto zlomkov stoji uprostred zlomok %(1/2 + k/2) Cize %,

ktory tak je ich medidanom.
Porovnavame s nim teraz ostatnych 2k zlomkov % a é s Citatelmi i od 1 do k. VyuZijeme na to jednak ekvi-
valencie
i k+1 o 3(k+1) k+1—-i k+1
I<T¢>(k+1)—l> 2 o 3 > Y
jednak tie isté ekvivalencie s opacnymi znakmi ostrych nerovnosti. Vyplyva z nich, Ze pocet tych zlomkov

<, ktoré sii mensie, resp. vacSie ako (k + 1)/4, je rovnaky ako pocet tych zlomkov %, ktoré su vacsie, resp.
menSie ako (k + 1) /4. Odtial uz vyplyva, Ze (k + 1) /4 je hladany median vSetkych 3k zlomkov.

Dokazte, Ze pre lubovolnu Stvoricu realnych Cisel a, b, ¢, d, pricom b > 0 ad > 0, plati

a a+c c

C
S4° b bt+dd

a
b

RieSenie:

Nerovnosti z pravej strany implikacie su ekvivalentné s nerovnostami a(b + d) < (a + c)b, resp. (a + c)d <
c(b + d). Tie st zrejme obe ekvivalentné s nerovnostou ad < bc, ktora je désledkom nerovnosti z lavej
strany implikacie.

NapiSme na tabulu sticet a+ b + c +d + e pre kazdu paticu (a, b, ¢, d, e) kladnych prirodzenych cisel mensich
ako 6. Urc¢te median vsetkych 5° ¢isel na tabuli.



D2

D3

D4

D5

RieSenie:

Paticu (3,3, 3,3,3) so sictom 15 dajme bokom a ostatné patice rozdelme do dvojic tak, Ze kazdu paticu
(a,b,c,d, e) sparujeme s paticou (6 —a,6 —b,6 —c,6 —d, 6 — e). V kaZdej dvojici bud’ obe patice maju sucet
15, alebo jedna patica ma sucet mensi ako 15 a druha patica ma sacet vacsi ako 15.

Nech k, n st neparne prirodzené ¢isla. Pre kazdé dve kladneé prirodzené Cislai a j, kde i <k, j < n, napiSme
na tabulu zlomok % Urcite median vSetkych tychto zlomkov. Vyuzite na to vysledok stutaznej ilohy.
RieSenie:

Ukazte, Ze pre kladné ¢isla a, b, ¢, d plati (a — b)/(a + b) < (c — d)/(c + d) prave vtedy, ked a/b < c/d.
Z hladiska usporiadania hodnot zlomkov je teda situdcia na tabuli rovnaka ako v sitaznej ulohe. Preto ak x /y
je median zo sutaznej ulohy, bude hladany median rovny (x — y)/(x + y).

Uvazujme mnoZinu {1, 2,4, 5, 8,10, 16, 20, 32, 40, 80, 160} a vSetky jej trojprvkové podmnoZiny. Rozhodnite,
Ci je viac tych, ktoré maju sucin svojich prvkov vacsi ako 2006, alebo tych, ktoré maju sucin svojich prvkov
mensi ako 2006.

RiesSenie:

MO, 56. ro¢nik, A-S-2, https://skmo.sk/dokument.php?id=223

Martin pre kazdu neprazdnu podmnozinu M mnoziny {0, 1, ..., 16} napisal na tabulu zvySok stuctu vsetkych
prvkov z M po deleni ¢islom 17. Urcte, ktory zvySok ma na tabuli najvacsi pocet vyskytow.

RieSenie:

Ukazeme, Ze ak by sme na tabul'u nezapisali zvySok stuctu prvkov celej mnoziny {0, 1, ..., 16}, tak kazdy zvySok
od 0 do 16 by mal na tabuli rovnaky pocet vyskytov. Uvazme vsetky k-prvkové podmnoziny {0, 1, ..., 16}
spevnym k od 1 do 16. Rozdel'me tieto podmnoziny do 17-prvkovych skupin tak, Ze v kazdej skupine budeme
mat's kazdou mnozinou {xy, ..., x; } nasledujtcich 16 mnozin (sc¢itanie dalej chapeme ako operaciu so zvyska-
mi po delenf 17): {1 + xq, ..., 1 + xx}, {2 + xq, ..., 2 + X}, .., {16 + X4, ..., 16 + x3 }. ZvySky sictov prvkov
jednotlivych 17 mnozin v kazdej skupine teda budt zvysky Y x;, k + X x;, 2k + X x;,..., 16k + }, x;. V tomto
zozname zvyskov bude kazdy zo 17 moznych zvyskov zastipeny prave raz, a to vdaka nesudelitelnosti ¢isel
k a 17. KedZe to plati pre kazda vytvorenud skupinu, kazdy zvySok bude zvyskom suctov prvkov rovnakého
poctu k-prvkovych podmnozin, a to pre kazdé k od 1 do 16. Tym je dokaz hotovy. KedZe nezahrnuta 17-
-prvkovd mnoZina {0, 1, ..., 16} ma sicet prvkov 136 so zvyskom 0, je tento zvySok zapisany na tabuli v pocte
o0 1 va¢Som ako kazdy iny z ostatnych 16 zvySkov.

Zlomkovou Castou {x} redlneho ¢isla x nazyvame ¢islo x — |x], kde | x| oznacuje celii ¢ast’ ¢isla x (pozri
sttazni tlohu 1). Uvazujme jednak median &isel {vV1}, {v/2}, ..., {¥999 999}, jednak median ¢&isel {11}, {/2},
.., {3999 999} Ktory z tychto medianov je vi&si?

RieSenie:

Nech n je prirodzené éislo. VSimnime si, Ze pre celé &isla i od n? do n?+n, ktorychjen+1, platin < Vi < n+ %,
takze {i} < % Podobne pre celé ¢islai od n? +n+1 don? +2n &ize (n+1)% — 1, ktorych je n, plati {(Vi} > %
Porovnanim oboch poctov i zistujeme, Ze pre najtesnejsiu vicsinu celych &isel i z intervalu [n?, (n + 1)% — 1]
je hodnota {v/i} mensia ako % Ak nechame n prebiehat hodnoty od 1 do 999, uvaZované intervaly disjunktne
poKryju celé ¢isla prave v rozpati od 1 do 999 999. Preto je v prvej zadanej postupnosti vacsina ¢isel mensich

ako %, teda je taky aj ich median. Podobne sa teraz pre prirodzené n pozrime na hodnoty {3/i} pre celé ¢isla i
zintervalu [n3, (n+1)3—1]. Pre uvazované i plati {i} < % prave vtedy, ked i < (n + %)3 =n3+ %nz + %n+
g. Pocet dotyénych i, ktoré spiiiaji poslednii podmienku, je teda prave Enz + %n + gJ + 1, ¢o neprevysuje
hodnotu %nz +3n+ g, ktora je vdaka n > 1 mensia ako % ((n + 1)® — n?). Nerovnost {Vi} < % tak spiia

mensina celych cisel i zo skimaného intervalu. Ak vezmeme teraz n od 1 do 99, tieto intervaly disjunktne
pokryju celé cisla prave v rozpati od 1 do 999 999. Preto je v druhej zadanej postupnosti vacsina Cisel vacsich

ako %, teda je taky aj ich median.

Dokopy dostdvame, Ze druhy median je vac¢si ako prvy.

N1

Nech X je vnutorny bod trojuholnika ABC. Dokazte, Ze X lezi na jeho taZnici z vrcholu A prave vtedy, ked’
trojuholniky ABX a ACX maju rovnaky obsah.

RieSenie 1:
Oznacme D priesecnik polpriamky AX so stranou BC. Trojuholniky ADB a ADC maju spolo¢nu vysku z vr-
cholu 4, preto S(ADB) : S(ADC) = |DB| : |DC|. Podobne tiezZ S(XDB) : S(XDC) = |DB| : |DC|. Dokopy



dostdvame

|DB| |DB|
S(ABX) _ S(ADB) —S(XDB) _ 1pg SAPO) —~ pason  IDBI
S(ACX) ~ S(ADC) —S(XDC) S(ADC) — S(XDC) ~ bl

Vidime, Ze trojuholniky ABX a ACX maji rovnaky obsah prave vtedy, ked |[DB| = |DC|, t. . prave vtedy, ked’
D je stred BC, Cize ked’ AD je taZnica trojuholnika ABC.

RieSenie 2:

Spojme vnutorny bod X s vrcholmi A4, B, C a stredom D strany BC. KedZe S(XBD) = S(XCD), rovnost
S(ABX) = S(ACX) nastane prave vtedy, ked S(ABX) + S(XBD) = S(ACX) + S(XCD), teda prave vtedy, ked’
dvojica useciek AX, XD rozpoluje obsah trojuholnika ABC. To zrejme plati, ak X lezi na usecke AD, a navyse
to zrejme neplati, ak lezi X vo vnutri jedného z trojuholnikov ABD, ACD.

V dlohach N2, N3, N4 budeme skiimat' situaciu zo sutaZznej tlohy. Nech teda v ostrouhlom réznostrannom troj-
uholniku ABC je M stred strany AB, K a L priese¢niky osi uhla pri vrchole A postupne s osami stran AB a AC,
ktorych priesecnik je oznaceny O. Napokon H je priesecnik vysok trojuholnika KLO.

N2

N3

N4

D1

D2

D3

Ukézte, Ze vzdialenost bodu H od priamky AC sa rovna |KM|.

RieSenie:

ZKH 1 LN 1 AC méame KH || AC. Tym padom vzdialenost H od AC je rovnakéa ako vzdialenost' K od AC.
KedZe K lezi na osi uhla BAC, ma od AC rovnaku vzdialenost ako od AB, teda |[KM|.

Nech priamka HK pretina stranu AB v bode E a priamka HL stranu AC v bode F. DokaZte, Ze priamka AH
deli usecku EF na dva zhodné aseky.

Riesenie:

Plati HE || AC aHF |l AB,takze AEHF je rovnobeznik. Jeho uhlopriecky EF a AH sa preto navzajom rozpolu-
ja.

Pri oznaceni z tlohy N3 dokazte, Ze trojuholniky EMK a FNL st podobné.

RieSenie:

Vyplyva to z vety uu, pretoZe trojuholniky maju pri vrcholoch M, N pravé uhly a aj ich uhly pri vrcholoch E,
F st zhodné (vdaka rovnobezniku AEHF, pozri rieSenie N3).

PouzZitim vysledku ulohy N1 dokaZte zndme tvrdenie, Ze taZznice l'ubovolného trojuholnika sa pretinaji v jed-
nom bode.

Riesenie:

V trojuholniku ABC oznacme T priesecnik taznic z vrcholov B a C. Z dlohy N1 vieme, ze S(ABT) = S(BCT)
aS(BCT) = S(ACT), odkial S(ABT) = S(ACT), teda opat podla tilohy N1 bod T leZi na taznici z vrcholu A.
V trojuholniku ABC ozna¢me D priesecnik osi uhla BAC so stranou BC.Ukazte, ze |BD| : |DC| = |AB]| : |AC]|.
RieSenie:

Trojuholniky ABD a ACD maj spolo¢nii vy$ku z vrcholu 4, preto S(ABD) : S(ACD) = |BD| : |DC|. Zaroveni
v$ak majti zhodné vysky z vrcholu D, takZze S(ABD) : S(ACD) = |AB] : |AC]|. Z oboch rovnosti uz vyplyva
potrebny zaver.

Os uhla BCA trojuholnika ABC pretne jemu opisant kruznicu v bode R ré6znom od bodu C, os strany BC
pretne vbode P a os strany AC v bode Q. Stred strany BC oznacime K a stred strany AC oznacime L. Dokazte,
Ze trojuholniky RPK a RQL maju rovnaky obsah.

RieSenie:
IMO Shortlist 2007, dloha G1, https://www.imo-official.org/problems/IM02007SL.pdf#page=40

6 Vilohach N1-N4 a D1 je (a,)n=( postupnost zo zadania sutaznej tlohy.

N1

N2

N3

Dokazte, ze ak m # n, tak a,, a a,, si nesudelitelné Cisla.

RieSenie:

Akjem > n,t.j.m = n+ 1, tak z rovnosti a,, = aga,a, ...ayu—1 — 1 vyplyva a, | a, + 1. Pre najvacsi
spoloc¢ny delitel’ D cisel a,y,, a,, tak plati D | a,, azaroven D | a,, | a,, + 1,takzeajD | (a, +1) —ap, = 1,
tj.D = 1.

Pre kazdé kladné n vyjadrite a,,,; iba pomocou a,,.

Riesenie:

Anir = (paq . Opy_1)ay —1=(a, +Da, —1=a%+a, — 1.

Nech p je prvocislo,p = 3 ap | a,, — 1 pre nejaké n. Ukdzte, ze ak m > n, tak p { a,,.



N4

D1

D2

D3

D4

D5

RieSenie:

KedZzep = 3aay—1 = 2,platin # 0.Z predpokladu a, = 1 (mod p) podla vysledku N2 dostavame
py1 = a%2+a,—1=12+1—-1 =1 (mod p). Matematickou indukciou analogicky ziskavame a,, = 1
(mod p) pre kazdé m také, ze m > n. Z toho vyplyvap t a,,.

Nech p je prvocislo,p = 3ap | a, — 1 pre nejaké n. Ukdzte, Ze ak m < n, takp t a,,.

Riesenie:

Pripustme, Ze naopakp | a,,.KedZzen > m = 0,platia,, = aga,a; ...a,_1—1,takzep | a,, | apa1a, ...ap_1 =
a, +1.Spolumamep |a, —lap|a,+1,atedap | (a, +1) — (a, — 1) = 2, ¢o odporuje predpokladu
p=3.

Dokéazte, Ze ak m > n > 1, tak ¢isla a2, + a,, + 1a a2 + a, + 1 st nestdelitelné.

RieSenie:

Nech p je prvocisloap | a2 + a, + 1. Kedze 3 = ay | apay ..an_qy = a, + 1, tak a, = 2 (mod 3),
apretoa? +a, +1 =224+ 2+ 1 = 1 (mod 3), takZe p # 3. Podla vysledku N2 postupne dostdvame
An+1 = a121+an_1 = (a121+an+1)_2 = —2 (mod p), an4z = a721+1+an+1_1 = (_2)2+(_2)_1 =1
(mod p), apy3 = 12+ 1 —1 = 1 (mod p). Dalej analogicky matematickou indukciou ziskavame a;, = 1
(mod p) pre kazdé k, kde k = n + 2. Preto ¢islo a,,,, kde m > n, ddva po deleni p zvySok —2 alebo 1, teda
&islo a2, + a,, + 1 dava zvySok 1 alebo 3. Z toho uZ vyplyva potrebny zaver p t a2, + a,, + 1, lebo (ako uz
vieme) p # 3.

Dokazte, Ze existuje nekonecne vela prvocisel, z ktorych kazdé je delitelom 22" 41 pre nejaké prirodzené
¢islo n.

RieSenie:

Opakovanym pouZitim vzorca 22k —1 = (2 —1)(2¥+1) dostdavame 22" —1 = (22" +1)(2% +1) - (22" +1).
Vpripade 0 < n < mtakplati 22" +1 | 22™ — 1. Najva&ii spolo¢ny delitel neparnych ¢isel 22" +1a 22" +1je
preto tiez delitelom ¢isla 22 — 1, a teda aj &isla (22" + 1) — (22" — 1) ¢iZe 2, takZe je to &islo 1. Postupnost
(Zzn + 1)n=0 je teda zloZena z navzajom nesudelitelnych Cisel. Ak teda priradime kazdému n akykolvek pr-
votinitel &isla 22" 41, dostaneme nekoneéni postupnost navzajom roznych prvocisel vyhovujicich zadaniu
ulohy.

DokéZte, Ze existuje nekonecne vela prvodisel, z ktorych kazdé je delitelom 22"*1 — 1 pre nejaké prirodzené
Cislo n.

RieSenie:

Najprv pouzitim Euklidovho algoritmu dokazte: Ak je d najvdcsi spolocny delitel’ kladnych prirodzenych Cisel
a a b, tak najvdcsim spolocnym delitelom ¢isel 2¢ — 1 a 2P — 1 je &islo 24 — 1. V ddsledku toho plati: Ak st p
a q rozne prvocisla, tak ¢isla 2P — 1 a 29 — 1 st nesudelitelné. Ak preto vyberieme ku kazdému neparnemu
prvocislu p nejaky prvocinitel ¢isla 2P — 1, dostaneme vyber nekonecne vela prvocisel vyhovujicich zadaniu
ulohy.

DokaZte, Ze existuje nekonecne vela prvocisel, ktoré nie su delitelmi 22" 41 pre Ziadne prirodzené ¢islo n.
RieSenie:

Vyhovuju vsetky prvocisla s vlastnostou zo zadania ilohy D3 (ktorych je nekonecne vela). Zoberme I'ubovol-
né z nich, povedzme p, a vyberme k nemu doty¢né n s vlastnostou p | 22**1 — 1. Pripustme, Ze pre nejaké
prirodzené m plati aj p | 22" + 1. Ked%e &isla 2n + 1 a 2™*1 st nesudelitelné, vdaka tvrdeniu uvedenému
v rieseni D3 su tie? nesudelitelné aj ¢isla 2271 — 12 22™"" — 1. Ked%e viak 22" + 1 | 22™"" — 1, z pred-
pokladu p | 22™ + 1 dostavame p | 22" — 1, zarovefi viak p | 22"*1 — 1, teda p je spolo¢ny delitel’ dvoch
nesudelitelnych Cisel, a to je spor.

DokéZte, Ze existuje nekonecne vela prvodisel, ktoré nie st delitelmi 22"*1 — 1 pre Ziadne prirodzené ¢islo
n.

Riesenie:

Vyhovuju vSetky prvocisla s vlastnostou zo zadania ulohy D2 (ktorych je nekonecne vela). Dékaz sporom je
rovnaky ako v rieSeni D4, pretoZe vychadza z tych istych predpokladov: Pre niektoré prvocislo p sa najdu
prirodzené &slam, n také, ze p | 22" + 1ap | 22"+ — 1.




