
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2022/2023
Návodné a doplňujúce úlohy

k úlohám domáceho kola kategórie C

1

N1 Rozdiel dvoch kladných prirodzených čı́sel je rovný 4, pričom jedno z čı́sel je násobkom druhého. O aké čı́sla
ide?

N2 Cƽ ı́slo 73 rozložte na súčet dvoch kladných prirodzených čı́sel tak, aby ich podiel bol tiež kladné prirodzené
čı́slo.

N3 Rozhodnite, pre ktoré prirodzené čı́sla 𝑛 nadobúda zlomok
4𝑛 + 1
2𝑛 − 3

celočı́selnú hodnotu.
D1 Rozhodnite, pre ktoré prirodzené čı́sla 𝑛 nadobúda zlomok

𝑛 + 72
2𝑛

celočı́selnú hodnotu.
D2 Určte všetky zlomky zo zadania súťažnej úlohy, ktoré majú v základnom tvare menovateľ rovný 2.

2

N1 Zƽ iak dostal z desaťminútoviek osemkrát známku 5, šesťkrát známku 4, štyrikrát známku 3 a dvakrát známku
2. Koľko by k tomu ešte musel dostať jednotiek, aby sa priemer jeho známok zlepšil presne o 1?

N2 Zƽ iak dostal z desaťminútoviek najskôr trikrát známku 2, ďalšie jeho známky už boli iba päťky. Koľko ich
dostal, ak bol priemer jeho známok horšı́ ako 4,2?

N3 Zƽ iačka mala z desaťminútoviek, ktorých bolo menej ako 15, priemer známok presne 1,75. O koľko známok
mohlo ı́sť?

N4 Zƽ iak tvrdı́, že keby z ďalšej desaťminútovky dostal známku 1, vylepšil by si tak priemer z presne 1,15 na
presne 1,12. Je to možné?

D1 Zƽ iak mal z niekoľkých desaťminútoviek priemer známok približne 3,14 (zaokrúhlené na stotiny). Mohlo ı́sť
o 8 známok?

3

N1 Použitı́m podobných trojuholnı́kov odvoďte známu vlastnosť stredných priečok všeobecného trojuholnı́ka
𝐴𝐵𝐶: Ak je𝑀 stred strany 𝐴𝐵 a 𝑁 stred strany 𝐴𝐶, tak𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 a |𝑀𝑁| = 1

2 |𝐵𝐶|.
N2 Sú dané rovnobežky𝑝,𝑞 abod𝑆, ktorý na nichneležı́. Na priamke𝑝 sú dané tri rôzne body𝐴,𝐵,𝐶. Priesečnı́ky

priamky 𝑞 s priamkami 𝑆𝐴, 𝑆𝐵, 𝑆𝐶 sú označené postupne 𝐷, 𝐸, 𝐹. Dokážte rovnosti
|𝐴𝐵|
|𝐷𝐸| =

|𝐴𝐶|
|𝐷𝐹| =

|𝐵𝐶|
|𝐸𝐹| =

|𝑆𝐴|
|𝑆𝐷| =

|𝑆𝐵|
|𝑆𝐸| =

|𝑆𝐶|
|𝑆𝐹| .

N3 Použite Tálesovu vetu na dôkaz tvrdenia: Os pravého uhla v rôznostrannom pravouhlom trojuholnı́ku roz‑
poľuje uhol medzi jeho výškou k prepone a ťažnicou k prepone.

D1 Vrchol 𝐶 štvorcov 𝐴𝐵𝐶𝐷 a 𝐶𝐽𝐾𝐿 je vnútorným bodom úsečky 𝐴𝐾 aj úsečky𝐷𝐽. Body 𝐸, 𝐹, 𝐺 a𝐻 sú postupne
stredy úsečiek 𝐵𝐶, 𝐵𝐾, 𝐷𝐾 a 𝐷𝐶. Vyjadrite obsah štvoruholnı́ka 𝐸𝐹𝐺𝐻 pomocou obsahov 𝑆 a 𝑇 štvorcov
𝐴𝐵𝐶𝐷 a 𝐶𝐽𝐾𝐿.

D2 V rovine je daný pravouhlý trojuholnı́k 𝐴𝐵𝐶 taký, že kružnica 𝑘 so stredom 𝐴 a polomerom |𝐴𝐶| pretı́na
preponu 𝐴𝐵 v jej strede 𝑆. Dokážte, že kružnica opı́saná trojuholnı́ku 𝐵𝐶𝑆 je zhodná s kružnicou 𝑘.

D3 V lichobežnı́ku𝐴𝐵𝐶𝐷 so základňami𝐴𝐵, 𝐶𝐷 označı́me𝑃 priesečnı́k vnútorných uhlov pri vrcholoch𝐴,𝐷 a𝑄
priesečnı́k vnútorných uhlov pri vrcholoch 𝐵, 𝐶. Dokážte, že body 𝑃 a 𝑄 ležia na jednej rovnobežke so zá‑
kladňami lichobežnı́ka.



4

N1 Zƽ iačka roztrhla list papiera na tri kúsky, potom niektoré z týchto kúskov opäť roztrhla každý na tri kúsky
atď. Rozhodnite, ktoré počty kúskov 4, 5, 6, …, 20mohla týmto postupom zı́skať.

N2 Na tabuli je napı́saných
a) 5 pı́smen R a 5 pı́smen S,
b) 25 pı́smen R a 30 pı́smen S.
V každom kroku zotrieme dve napı́sané pı́smená a nahradı́me ich pı́smenom R, resp. S, ak boli zotreté pı́s‑
mená rôzne, resp. rovnaké. Ktoré pı́smeno zostane na tabuli posledné?

N3 Na tabuli sú napı́sané 3 jednotky, 3 dvojky a 3 trojky. V každom kroku je povolené zotrieť ľubovoľné dve
rôzne cifry a pripı́sať namiesto nich zostávajúcu tretiu cifru. Po sérii takýchto úprav sa nám podarilo dôjsť
k situácii, keď na tabuli zostala jediná cifra, a to dvojka. Mohlo sa stať, že pri inom priebehu úprav by sme
došli k inej jedinej cifre? Zmenı́ sa odpoveď pri iných východiskových počtoch ciϐier?

D1 Na tabuli sú napı́sané prirodzené čı́sla od 1 do 100. V každom kroku zotrieme trojicu po sebe idúcich čı́sel
(ak existuje taká trojica). Môžu na tabuli zostať nakoniec čı́sla, ktorých celkový súčet bude 111?

D2 Vráťme sa k situácii z úlohy N3 so všeobecnými východiskovými počtami ciϐier. Rozhodnite, či je možné, aby
sme dvoma odlišnými postupmi úprav došli raz k jedinej cifre 1 a druhýkrát k jedinej cifre 3.

5

N1 V pravidelnom päťuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 narysujeme osi všetkých jeho strán a osi všetkých jeho uhlopriečok.
Koľko rôznych priamok to bude? Vysvetlite, prečo každá z nich je osou súmernosti celého päťuholnı́ka a pre‑
chádza jedným jeho vrcholom.

N2 Dokážte, že každé štyri vrcholy pravidelného päťuholnı́ka tvoria vrcholy rovnoramenného lichobežnı́ka.
N3 Rovnobežné úsečky𝐾𝐿 a𝑀𝑁 neležia na jednej priamke. Dokážte, že trojuholnı́ky𝐾𝐿𝑀 a𝐾𝐿𝑁majú rovnaký

obsah.
D1 V pravidelnom päťuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 označme 𝐺 priesečnı́k uhlopriečky 𝐴𝐶 a 𝐵𝐷. Ukážte, že štvoruholnı́k

𝐴𝐺𝐷𝐸 je kosoštvorec.
D2 Dokážte, že dve uhlopriečky pravidelného päťuholnı́ka, ktoré vychádzajú z jedného jeho vrcholu, rozdeľujú

prı́slušný vnútorný uhol na tretiny.
D3 Označme 𝑎 dlƵžku strany a 𝑢 dlƵžku uhlopriečky daného pravidelného päťuholnı́ka. Dokážte, že 𝑎2+𝑎𝑢 = 𝑢2.

6

N1 Ukážte, že zmnožiny {1, 2, 3, … , 10} jemožné vybrať 4 rôzne čı́sla tak, abymedzi nimi nebolo žiadne prvočı́s‑
lo ani dve čı́sla, ktorých súčet je prvočı́slo. Nájdite tiež všetky také výbery.

N2 Ukážte, že pre každé prirodzené čı́slo 𝑛, kde 𝑛 ≥ 2, je možné z množiny {1, 2, 3, … , 2𝑛} vybrať 𝑛−1 čı́sel tak,
aby medzi nimi nebolo žiadne prvočı́slo ani dve čı́sla, ktorých súčet je prvočı́slo.

D1 Ukážte, že počet všetkých šesťciferných prvočı́sel neprevyšuje 300000.
D2 Nájdite najväčšie trojciferné čı́slo, z ktorého po vyškrtnutı́ ľubovoľnej cifry dostaneme prvočı́slo.
D3 Nanajvýš koľko čı́selmožno vybrať zmnožiny {1, 2, … , 2018} tak, aby rozdiel žiadnych dvoch vybraných čı́sel

nebol prvočı́slo?
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N1 Rozdiel dvoch kladných prirodzených čı́sel je rovný 4, pričom jedno z čı́sel je násobkom druhého. O aké čı́sla
ide?
Riešenie:
Nech 𝑎 a 𝑏 sú hľadané čı́sla, pričom 𝑎 > 𝑏. Potom menšie čı́slo 𝑏 je deliteľom väčšieho čı́sla 𝑎, a teda aj
deliteľom čı́sla 𝑎−𝑏, ktoré sa podľa zadania rovná 4. Preto 𝑏 ∈ {1, 2, 4}. Tento poznatok vyplýva aj z toho, že

𝑎
𝑏 = 𝑏 + 4

𝑏 = 1 + 4
𝑏 .

Z toho dostávame riešenia (5, 1), (6, 2), (8, 4).
N2 Cƽ ı́slo 73 rozložte na súčet dvoch kladných prirodzených čı́sel tak, aby ich podiel bol tiež kladné prirodzené

čı́slo.
Riešenie:
Postupujeme podobne ako v riešenı́ N1: Využijeme naprı́klad vzťah

𝑎
𝑏 = 73 − 𝑏

𝑏 = 73
𝑏 − 1

a poznatok, že 73 je prvočı́slo. Jediné riešenie je potom dvojica (72, 1).
N3 Rozhodnite, pre ktoré prirodzené čı́sla 𝑛 nadobúda zlomok

4𝑛 + 1
2𝑛 − 3

celočı́selnú hodnotu.
Riešenie:
Z úpravy

4𝑛 + 1
2𝑛 − 3 = 2(2𝑛 − 3) + 7

2𝑛 − 3 = 2 + 7
2𝑛 − 3

vidı́me, že hľadáme práve tie 𝑛, pre ktoré je celé (naprı́klad aj záporné) čı́slo 2𝑛 − 3 deliteľom čı́sla 7, t. j.
jedným z čı́sel 1, −1 7, −7. Niektorej z rovnı́c 2𝑛 − 3 = 1, 2𝑛 − 3 = −1, 2𝑛 − 3 = 7, 2𝑛 − 3 = −7 vyhovujú
práve hodnoty z množiny {−2, 1, 2, 5}, z ktorých záporné−2musı́me kvôli zadaniu vylúčiť.

D1 Rozhodnite, pre ktoré prirodzené čı́sla 𝑛 nadobúda zlomok

𝑛 + 72
2𝑛

celočı́selnú hodnotu.
Riešenie:
Daný zlomok má celočı́selnú hodnotu 𝑘 práve vtedy, keď 𝑛 + 72 = 2𝑛𝑘, čiže keď 72 = 𝑛(2𝑘 − 1). Odtiaľ
vidı́me, že celé čı́slo 2𝑘 − 1 je kladné a že je to nepárny deliteľ čı́sla 72. Preto 2𝑘 − 1 ∈ {1, 3, 9} a rovnosť
72 = 𝑛(2𝑘 − 1) je potom splnená práve pre 𝑛 z {8, 24, 72}.

D2 Určte všetky zlomky zo zadania súťažnej úlohy, ktoré majú v základnom tvare menovateľ rovný 2.
Riešenie:
Budú to práve zlomky s menovateľom 2𝑘 pre vhodné 𝑘 od 1 do 1011, ktorých čitateľ 2022 − 2𝑘 je deliteľný
čı́slom 𝑘, nie však čı́slom 2𝑘. Ekvivalentne vyjadrené: čı́slo 2022 je deliteľné čı́slom 𝑘, nie však čı́slom 2𝑘.
Hľadáme teda tie 𝑘 od 1 do 1011, ktoré delia čı́slo 2022, nedelia však čı́slo 1011. Sú to zrejme iba párne čı́sla
2, 6 a 674, ktorým zodpovedajú postupne zlomky 2018

4 , 201012 a 674
1348 .



2

N1 Zƽ iak dostal z desaťminútoviek osemkrát známku 5, šesťkrát známku 4, štyrikrát známku 3 a dvakrát známku
2. Koľko by k tomu ešte musel dostať jednotiek, aby sa priemer jeho známok zlepšil presne o 1?
Riešenie:
Potrebný počet jednotiek označme 𝑛. Keďže

8 ⋅ 5 + 6 ⋅ 4 + 4 ⋅ 3 + 2 ⋅ 2
8 + 6 + 4 + 2 = 80

20 = 4,

čiže pôvodný priemer má hodnotu 4, po pridanı́ 𝑛 jednotiek má byť rovný 3, t. j. má platiť

8 ⋅ 5 + 6 ⋅ 4 + 4 ⋅ 3 + 2 ⋅ 2 + 𝑛 ⋅ 1
8 + 6 + 4 + 2 + 𝑛 = 80 + 𝑛

20 + 𝑛 = 3,

z čoho dostaneme 𝑛 = 10.
N2 Zƽ iak dostal z desaťminútoviek najskôr trikrát známku 2, ďalšie jeho známky už boli iba päťky. Koľko ich

dostal, ak bol priemer jeho známok horšı́ ako 4,2?
Riešenie:
Počet pätiek označme 𝑛. Má platiť

3 ⋅ 2 + 𝑛 ⋅ 5
3 + 𝑛 = 5𝑛 + 6

𝑛 + 3 > 4,2 = 21
5 .

Ekvivalentnou úpravou dostávame 𝑛 > 33
4 , takže 𝑛 ≥ 9. Pätiek teda bolo aspoň 9.

N3 Zƽ iačka mala z desaťminútoviek, ktorých bolo menej ako 15, priemer známok presne 1,75. O koľko známok
mohlo ı́sť?
Riešenie:
Označme 𝑝 počet známok a 𝑠 ich súčet. Platı́

𝑠
𝑝 = 1,75 = 175

100 = 7
4 .

Keďže posledný zlomok je v základnom tvare, musı́ byť 𝑠 = 7𝑘 a 𝑝 = 4𝑘 pre vhodné kladné prirodzené čı́slo
𝑘. Platı́ teda 4𝑘 = 𝑝 < 15, t. j. 𝑘 < 15

4 , čiže 𝑘 ∈ {1, 2, 3}. Mohlo teda ı́sť o 4, 8 alebo 12 známok.
N4 Zƽ iak tvrdı́, že keby z ďalšej desaťminútovky dostal známku 1, vylepšil by si tak priemer z presne 1,15 na

presne 1,12. Je to možné?
Riešenie 1:
Pri starom priemere 1,15 čiže 23

20 by bol počet známok 𝑝 násobkom čı́sla 20, pri novom priemere 1,12 čiže
28
25 by bol počet známok 𝑝 + 1 násobkom čı́sla 25. Obe čı́sla 𝑝 a 𝑝 + 1 však nemôžu byť súčasne násobky 5.
Nie je to teda možné.
Riešenie 2:
Pri počte známok 𝑝 s priemerom 1,15 by bol ich súčet 1,15𝑝, po obdržanı́ novej jednotky by potom malo
platiť

1,15𝑝 + 1
𝑝 + 1 = 1,12.

Táto rovnica má sı́ce riešenie 𝑝 = 4, pôvodný súčet známok 1,15𝑝 je však potom 4,6, čo nie je celé čı́slo.
D1 Zƽ iak mal z niekoľkých desaťminútoviek priemer známok približne 3,14 (zaokrúhlené na stotiny). Mohlo ı́sť

o 8 známok?
Riešenie:
Označme 𝑝 počet známok a 𝑠 ich súčet. Hodnota podielu 𝑠/𝑝 ležı́ v intervale [3,135, 3,145), takže celé čı́slo 𝑠
ležı́ v intervale [3,135𝑝, 3,145𝑝). V prı́pade 𝑝 = 8 však ide o interval [25,08, 25,16), ktorý neobsahuje žiadne
prirodzené čı́slo. Známok teda nemohlo byť 8.

3

N1 Použitı́m podobných trojuholnı́kov odvoďte známu vlastnosť stredných priečok všeobecného trojuholnı́ka
𝐴𝐵𝐶: Ak je𝑀 stred strany 𝐴𝐵 a 𝑁 stred strany 𝐴𝐶, tak𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 a |𝑀𝑁| = 1

2 |𝐵𝐶|.



Riešenie:
Keďže |𝐴𝑀| ∶ |𝐴𝐵| = |𝐴𝑁| ∶ |𝐴𝐶| = 1 ∶ 2, sú trojuholnı́ky 𝐴𝐵𝐶 a 𝐴𝑀𝑁 podobné podľa vety sus. Zo zhodnosti
ich uhlov 𝐴𝐵𝐶 a 𝐴𝑀𝑁 potom vyplýva 𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 a vďaka podobnostnému pomeru 1 ∶ 2 platı́ tiež |𝑀𝑁| =
1
2 |𝐵𝐶|.

N2 Sú dané rovnobežky𝑝,𝑞 abod𝑆, ktorý na nichneležı́. Na priamke𝑝 sú dané tri rôzne body𝐴,𝐵,𝐶. Priesečnı́ky
priamky 𝑞 s priamkami 𝑆𝐴, 𝑆𝐵, 𝑆𝐶 sú označené postupne 𝐷, 𝐸, 𝐹. Dokážte rovnosti

|𝐴𝐵|
|𝐷𝐸| =

|𝐴𝐶|
|𝐷𝐹| =

|𝐵𝐶|
|𝐸𝐹| =

|𝑆𝐴|
|𝑆𝐷| =

|𝑆𝐵|
|𝑆𝐸| =

|𝑆𝐶|
|𝑆𝐹| .

Riešenie:
Vďaka zhodnosti vrcholových a súhlasných či striedavých uhlov sú podľa vety uu navzájom podobné troj‑
uholnı́ky 𝑆𝐴𝐵 a 𝑆𝐷𝐸, rovnako ako trojuholnı́ky 𝑆𝐴𝐶 a 𝑆𝐷𝐹, ako aj trojuholnı́ky 𝑆𝐵𝐶 a 𝑆𝐸𝐹. Vďaka stranám
týchto trojuholnı́kov so spoločným krajným bodom 𝑆 majú všetky tri podobnosti rovnaký koeϐicient rovný
posledným tromzlomkomvdokazovanej sérii rovnostı́. Prvé tri zlomky vyjadrujú tento koeϐicient pre strany
protiľahlé k vrcholu 𝑆 dotyčných trojuholnı́kov.

N3 Použite Tálesovu vetu na dôkaz tvrdenia: Os pravého uhla v rôznostrannom pravouhlom trojuholnı́ku roz‑
poľuje uhol medzi jeho výškou k prepone a ťažnicou k prepone.
Riešenie:
Nech v trojuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶 s obvyklým označenı́m uhlov platı́ 𝛾 = 90∘ a 𝛽 < 𝛼, t. j. 𝛽 < 45∘. Označme 𝑆 stred
prepony 𝐴𝐵 a 𝑃 pätu výšky z vrcholu 𝐶. Podľa Tálesovej vety v trojuholnı́ku 𝑆𝐶𝐵 platı́ |𝑆𝐶| = |𝑆𝐵|, teda
|∢𝐵𝐶𝑆| = |∢𝑆𝐶𝐵| = 𝛽. V pravouhlom trojuholnı́ku 𝐴𝐶𝑃 zase máme |∢𝐴𝐶𝑃| = 90∘ − |∢𝑃𝐶𝐴| = 90∘ − 𝛼 =
𝛽. Uhly 𝐵𝐶𝑆 a 𝐴𝐶𝑃, ktoré ležia v pravom uhle 𝐴𝐶𝐵, tak majú rovnakú veľkosť 𝛽 menšiu než 45∘, a preto
sa neprekrývajú, a tak os celého uhla 𝐴𝐶𝐵 je súčasne aj osou súmernosti jeho „zvyšnej“ časti medzi uhlami
𝐵𝐶𝑆 a 𝐴𝐶𝑃, t. j. osou uhla 𝑆𝐶𝑃.

D1 Vrchol 𝐶 štvorcov 𝐴𝐵𝐶𝐷 a 𝐶𝐽𝐾𝐿 je vnútorným bodom úsečky 𝐴𝐾 aj úsečky𝐷𝐽. Body 𝐸, 𝐹, 𝐺 a𝐻 sú postupne
stredy úsečiek 𝐵𝐶, 𝐵𝐾, 𝐷𝐾 a 𝐷𝐶. Vyjadrite obsah štvoruholnı́ka 𝐸𝐹𝐺𝐻 pomocou obsahov 𝑆 a 𝑇 štvorcov
𝐴𝐵𝐶𝐷 a 𝐶𝐽𝐾𝐿.
Riešenie:
55. ročnı́k, C‑S‑2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=240).

D2 V rovine je daný pravouhlý trojuholnı́k 𝐴𝐵𝐶 taký, že kružnica 𝑘 so stredom 𝐴 a polomerom |𝐴𝐶| pretı́na
preponu 𝐴𝐵 v jej strede 𝑆. Dokážte, že kružnica opı́saná trojuholnı́ku 𝐵𝐶𝑆 je zhodná s kružnicou 𝑘.
Riešenie:
51. ročnı́k, C‑S‑2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=280).

D3 V lichobežnı́ku𝐴𝐵𝐶𝐷 so základňami𝐴𝐵, 𝐶𝐷 označı́me𝑃 priesečnı́k vnútorných uhlov pri vrcholoch𝐴,𝐷 a𝑄
priesečnı́k vnútorných uhlov pri vrcholoch 𝐵, 𝐶. Dokážte, že body 𝑃 a 𝑄 ležia na jednej rovnobežke so zá‑
kladňami lichobežnı́ka.
Riešenie:
Stred𝑀 ramena 𝐴𝐷 ležı́ na osi 𝑜 pásumedzi rovnobežkami𝐴𝐵 a 𝐶𝐷. Keďže súčet uhlov𝐵𝐴𝐷 a 𝐴𝐷𝐶 je vďaka
vzťahu 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷 rovný 180∘, súčet polovičných uhlov 𝑃𝐴𝐷 a 𝐴𝐷𝑃 je rovný 90∘, teda 𝑃𝐴𝐷 je pravouhlý troj‑
uholnı́k s preponou 𝐴𝐷 so stredom𝑀. Podľa Tálesovej vety je 𝑃𝐴𝑀 rovnoramenný trojuholnı́k so základňou
𝑃𝐴, takže uhol𝑀𝑃𝐴 je zhodný s uhlom 𝑃𝐴𝑀, a teda aj s uhlom 𝑃𝐴𝐵. Zo zhodnosti (striedavých) uhlov𝑀𝑃𝐴
a 𝑃𝐴𝐵 vyplýva𝑀𝑃 ∥ 𝐴𝐵, teda𝑀 ležı́ na osi 𝑜. Analogickou úvahou o strede𝑁 ramena 𝐵𝐶 zistı́me, že na osi 𝑜
ležı́ aj bod 𝑄.

4

N1 Zƽ iačka roztrhla list papiera na tri kúsky, potom niektoré z týchto kúskov opäť roztrhla každý na tri kúsky
atď. Rozhodnite, ktoré počty kúskov 4, 5, 6, …, 20mohla týmto postupom zı́skať.
Riešenie:
Celkový počet kúskov sakaždýmroztrhnutı́m jedného znich zväčšı́ o2,možno teda zı́skať ľubovoľný nepárny
počet, ale žiadny párny.

N2 Na tabuli je napı́saných
a) 5 pı́smen R a 5 pı́smen S,
b) 25 pı́smen R a 30 pı́smen S.
V každom kroku zotrieme dve napı́sané pı́smená a nahradı́me ich pı́smenom R, resp. S, ak boli zotreté pı́s‑



mená rôzne, resp. rovnaké. Ktoré pı́smeno zostane na tabuli posledné?
Riešenie:
Počet pı́smen R sa po každom kroku buď nezmenı́ (ak zotrieme dve R či po jednom R a S), alebo sa zmenšı́
o 2 (ak zotrieme dve R), takže zostane po každom počte krokov nepárny, a preto nikdy neklesne na nulu.
Keďže sa po jednomkroku celkový počet pı́smenna tabuli znı́ži, po konečnompočte krokov zostane na tabuli
v oboch prı́padoch ako posledné pı́smeno R.

N3 Na tabuli sú napı́sané 3 jednotky, 3 dvojky a 3 trojky. V každom kroku je povolené zotrieť ľubovoľné dve
rôzne cifry a pripı́sať namiesto nich zostávajúcu tretiu cifru. Po sérii takýchto úprav sa nám podarilo dôjsť
k situácii, keď na tabuli zostala jediná cifra, a to dvojka. Mohlo sa stať, že pri inom priebehu úprav by sme
došli k inej jedinej cifre? Zmenı́ sa odpoveď pri iných východiskových počtoch ciϐier?
Riešenie:
Skúmajme aktuálny súčet všetkých ciϐier na tabuli. Pri zámene (1, 2) → 3 sa nezmenı́, pri zámene (1, 3) → 2
sa zmenšı́ o 2 a pri zámene (2, 3) → 1 sa zmenšı́ o 4. Vidı́me, že aktuálny súčet všetkých ciϐier nemenı́ svoju
paritu. Nemôžeme teda z toho istého východiskového stavu dôjsť niekedy k jedinej párnej cifre, inokedy
k jedinej nepárnej cifre.

D1 Na tabuli sú napı́sané prirodzené čı́sla od 1 do 100. V každom kroku zotrieme trojicu po sebe idúcich čı́sel
(ak existuje taká trojica). Môžu na tabuli zostať nakoniec čı́sla, ktorých celkový súčet bude 111?
Riešenie:
Súčet troch po sebe idúcich čı́sel 𝑛 + (𝑛 + 1) + (𝑛 + 2) čiže 3(𝑛 + 1) je deliteľný tromi, takže súčet čı́sel na
tabuli po každom kroku klesne o násobok troch. Jeho zvyšok pri delenı́ 3 sa teda nezmenı́. Na začiatkumáme
súčet 1 + 2 + ⋯ + 100 čiže 5050 so zvyškom 1 po delenı́ 3, čı́slo 111 však má zvyšok 0. Odpoveď je teda
negatıv́na.

D2 Vráťme sa k situácii z úlohy N3 so všeobecnými východiskovými počtami ciϐier. Rozhodnite, či je možné, aby
sme dvoma odlišnými postupmi úprav došli raz k jedinej cifre 1 a druhýkrát k jedinej cifre 3.
Riešenie:
N3 a D2 majú spoločné riešenie:
Označı́mepočet jednotiek, dvojok a trojok na tabuli postupne 𝑗,𝑑, 𝑡 a ukážeme, že pri úpravách nemenı́ paritu
žiadny zo súčtov 𝑗 + 𝑑, 𝑗 + 𝑡 a 𝑑 + 𝑡. Dodajme, že v riešenı́ N3 sme využili paritu súčtu 𝑗 + 2𝑑 + 3𝑡, ktorá je
rovnaká ako parita súčtu 𝑗 + 𝑡.
Takže nie je to možné.

5

N1 V pravidelnom päťuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 narysujeme osi všetkých jeho strán a osi všetkých jeho uhlopriečok.
Koľko rôznych priamok to bude? Vysvetlite, prečo každá z nich je osou súmernosti celého päťuholnı́ka a pre‑
chádza jedným jeho vrcholom.
Riešenie:
Bude to 5 priamok. Stačı́ ukázať, že naprı́klad strana𝐴𝐵 a uhlopriečka𝐶𝐸majú spoločnú os, ktorá prechádza
zvyšným piatym vrcholom 𝐷. Vyjdeme z toho, že 𝐵𝐶𝐷, 𝐶𝐷𝐸 a 𝐷𝐸𝐴 sú zhodné rovnoramenné trojuholnı́ky
s hlavnými vrcholmi postupne 𝐶, 𝐷, 𝐸. Odvodı́me, že os uhla 𝐶𝐷𝐸 je spoločnou osou úsečiek 𝐶𝐸 a 𝐴𝐵: Pre
prvú z nich to vyplýva z rovnoramenného trojuholnı́ka 𝐶𝐷𝐸, pre druhú z trojuholnı́ka𝐵𝐷𝐴, ktorý je rovnako
rovnoramenný, lebo vďaka zhodným trojuholnı́kom 𝐵𝐶𝐷 a 𝐷𝐸𝐴 platı́ |𝐵𝐷| = |𝐷𝐴| a navyše |∢𝐶𝐷𝐵| =
|∢𝐸𝐷𝐴|.

N2 Dokážte, že každé štyri vrcholy pravidelného päťuholnı́ka tvoria vrcholy rovnoramenného lichobežnı́ka.
Riešenie:
Vyplýva to z riešenia N1: Ukázali sme tam, že os súmernosti celého päťuholnı́ka prechádzajúca vrcholom 𝐷
je spoločnou osou úsečiek 𝐴𝐵 a 𝐶𝐸, takže to sú základne rovnoramenného lichobežnı́ka 𝐴𝐵𝐶𝐸 – druhé dve
protiľahlé strany 𝐵𝐶 a 𝐸𝐴 sú totiž zhodné.

N3 Rovnobežné úsečky𝐾𝐿 a𝑀𝑁 neležia na jednej priamke. Dokážte, že trojuholnı́ky𝐾𝐿𝑀 a𝐾𝐿𝑁majú rovnaký
obsah.
Riešenie:
Z podmienky𝐾𝐿 ∥ 𝑀𝑁 vyplýva, že výšky na spoločnú stranu𝐾𝐿 oboch trojuholnı́kov𝐾𝐿𝑀 a𝐾𝐿𝑁 sú zhodné.
Pre ne tak do vzorca pre obsah všeobecného trojuholnı́ka dosadı́me rovnaké hodnoty dlƵžky základne a na
ňu kolmej výšky.

D1 V pravidelnom päťuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 označme 𝐺 priesečnı́k uhlopriečky 𝐴𝐶 a 𝐵𝐷. Ukážte, že štvoruholnı́k



𝐴𝐺𝐷𝐸 je kosoštvorec.
Riešenie:
Z lichobežnı́kov𝐴𝐶𝐷𝐸 a𝐵𝐷𝐸𝐴 (pozri výsledokN2) vyplýva𝐴𝐺 ∥ 𝐷𝐸 a𝐺𝐷 ∥ 𝐸𝐴, takže𝐴𝐺𝐷𝐸 je rovnobežnı́k.
Vďaka |𝐷𝐸| = |𝐸𝐴| ide o kosoštvorec.

D2 Dokážte, že dve uhlopriečky pravidelného päťuholnı́ka, ktoré vychádzajú z jedného jeho vrcholu, rozdeľujú
prı́slušný vnútorný uhol na tretiny.
Riešenie:
Stačı́ ukázať, že v pravidelnompäťuholnı́ku𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 sú zhodné uhly𝐵𝐴𝐶,𝐶𝐴𝐷 a𝐷𝐴𝐸 so spoločnýmvrcholom
𝐴, Vnútorné uhly pravidelného päťuholnı́ka majú veľkosť 3 ⋅ 180∘ ∶ 5 čiže 108∘. Preto uhly pri základniach
rovnoramenných trojuholnı́kov 𝐴𝐵𝐶 a𝐷𝐸𝐴majú veľkosť 180∘ −108∘ ∶ 2 čiže 36∘. Vidı́me, že oba uhly 𝐵𝐴𝐶
a 𝐷𝐴𝐸 majú v porovnanı́ s uhlom 𝐵𝐴𝐸 tretinovú veľkosť (lebo 36 ∶ 108 = 1 ∶ 3), takže tretinovú veľkosť
má i tretı́ uhol 𝐶𝐴𝐷.
Poznámka:
Zvlastnostı́ stredových aobvodovýchuhlov vkružnici vyplývanasledujúce tvrdeniepre ľubovoľné𝑛, kde𝑛 ≥
4: Všetky uhlopriečky pravidelného 𝑛‑uholnı́ka vychádzajúce z jedného jeho vrcholu delia jemu prı́slušný
vnútorný uhol na 𝑛 − 2 zhodných častı́.

D3 Označme 𝑎 dlƵžku strany a 𝑢 dlƵžku uhlopriečky daného pravidelného päťuholnı́ka. Dokážte, že 𝑎2+𝑎𝑢 = 𝑢2.
Riešenie:
V pravidelnom päťuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶𝐷 označme 𝐺 priesečnı́k uhlopriečky 𝐴𝐶 a 𝐵𝐷. Podľa úlohy N2 je 𝐷𝐴𝐵𝐶
rovnoramenný lichobežnı́k (𝐷𝐴 ∥ 𝐵𝐶), takže trojuholnı́ky𝐷𝐴𝐺 a 𝐵𝐶𝐺 sú podľa vety uu podobné. Platı́ preto
|𝐷𝐴| ∶ |𝐵𝐶| = |𝐷𝐺| ∶ |𝐺𝐵|, čiže 𝑢 ∶ 𝑎 = |𝐷𝐺| ∶ |𝐺𝐵|. Podľa úlohy D1 je 𝐴𝐺𝐷𝐸 kosoštvorec o strane 𝑎,
takže platı́ |𝐷𝐺| = 𝑎 a |𝐺𝐵| = |𝐵𝐷| − |𝐷𝐺| = 𝑢 − 𝑎. Dosadenı́m do 𝑢 ∶ 𝑎 = |𝐷𝐺| ∶ |𝐺𝐵| dostaneme
𝑢 ∶ 𝑎 = 𝑎 ∶ (𝑢 − 𝑎), odkiaľ už ľahko vyplýva rovnosť 𝑎2 + 𝑎𝑢 = 𝑢2.
Poznámka:
𝑢 ∶ 𝑎 = 𝑎 ∶ (𝑢 − 𝑎) znamená, že bod 𝐺 delı́ každú z uhlopriečok 𝐴𝐶 a 𝐵𝐷 v tzv. zlatom reze.

6

N1 Ukážte, že zmnožiny {1, 2, 3, … , 10} jemožné vybrať 4 rôzne čı́sla tak, abymedzi nimi nebolo žiadne prvočı́s‑
lo ani dve čı́sla, ktorých súčet je prvočı́slo. Nájdite tiež všetky také výbery.
Riešenie:
Musı́ ı́sť o 4 čı́sla z množiny {1, 4, 6, 8, 9, 10}, ktorá má 6 prvkov. Cƽ ı́slo 1 nemôže byť vo výbere s tromi čı́slami
4, 6 a 10, preto je „nepoužiteľné“. To isté platı́ aj pre čı́slo 9 pre podobnú kolı́ziu s tromi čı́slami 4, 8 a 10.
Do úvahy tak prichádzajú iba štyri párne čı́sla 4, 6, 8 a 10. Ich výber vyhovuje, pretože súčet každých dvoch
z nich je tiež párne čı́slo rôzne od 2.

N2 Ukážte, že pre každé prirodzené čı́slo 𝑛, kde 𝑛 ≥ 2, je možné z množiny {1, 2, 3, … , 2𝑛} vybrať 𝑛−1 čı́sel tak,
aby medzi nimi nebolo žiadne prvočı́slo ani dve čı́sla, ktorých súčet je prvočı́slo.
Riešenie:
Výber bude mať požadovanú vlastnosť, ak bude naprı́klad zostavený z párnych zložených čı́sel. SplƵňa to
výber 𝑛 − 1 čı́sel 4, 6, 8, …, 2𝑛.

D1 Ukážte, že počet všetkých šesťciferných prvočı́sel neprevyšuje 300000.
Riešenie:
Sƽesťciferné sú čı́sla od 100000 do 999999, je ich celkom 900000. Stačı́ teda ukázať, že aspoň 600000 z nich
je deliteľných dvoma alebo troma. Deliteľných dvoma je ich 450000, deliteľných troma 300000. V súčte
450000 + 300000 sú však započı́tané dvakrát čı́sla, ktoré sú deliteľné dvoma aj troma, t. j. čı́sla deliteľné
šiestimi. Tých je 150000, takže dvoma alebo troma je deliteľných práve 750000 − 150000 čiže 600000
šesťciferných čı́sel.
Poznámka:
Podobne zistı́me, že existuje 660000 šesťciferných zložených čı́sel, ktoré sú deliteľné 2, 3 alebo 5, teda počet
šesťcifernýchprvočı́sel neprevyšuje240000. Aj tentoodhad je však veľmihrubý –presný počet šesťciferných
prvočı́sel je 68906.

D2 Nájdite najväčšie trojciferné čı́slo, z ktorého po vyškrtnutı́ ľubovoľnej cifry dostaneme prvočı́slo.
Riešenie:
Je to čı́slo 731 (pozri 67. ročnı́k, úlohu C‑S‑1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=2618)).



D3 Nanajvýš koľko čı́selmožno vybrať zmnožiny {1, 2, … , 2018} tak, aby rozdiel žiadnych dvoch vybraných čı́sel
nebol prvočı́slo?
Riešenie:
Je ich 505 (pozri 67. ročnı́k, úlohu B‑II‑4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=2753)).


