MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

Navodné a doplnujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie C
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Rozdiel dvoch kladnych prirodzenych Cisel je rovny 4, pricom jedno z ¢isel je nasobkom druhého. O aké ¢isla
ide?
Cislo 73 rozlozte na sti¢et dvoch kladnych prirodzenych ¢&isel tak, aby ich podiel bol tiez kladné prirodzené
Cislo.
Rozhodnite, pre ktoré prirodzené ¢isla n nadobtida zlomok

in+1

2n—3

celoc¢iselnd hodnotu.
Rozhodnite, pre ktoré prirodzené ¢isla n nadobuida zlomok

n+72
2n

celociselnt hodnotu.

Urcte vSetky zlomky zo zadania stitaznej ulohy, ktoré maju v zakladnom tvare menovatel rovny 2.

N1

N2

N3

N4

D1

Ziak dostal z desatminttoviek osemkrat zndmku 5, $estkrat znamku 4, Styrikrat znamku 3 a dvakrat zndmku
2. Kol'ko by k tomu eSte musel dostat’ jednotiek, aby sa priemer jeho zndmok zlepsil presne o 1?

Ziak dostal z desatminttoviek najskor trikrat znamku 2, dalsie jeho znamky uZ boli iba pitky. Kol'ko ich
dostal, ak bol priemer jeho znamok horsi ako 4,27

Ziatka mala z desatmintitoviek, ktorych bolo menej ako 15, priemer znamok presne 1,75. O kol'ko zndmok
mohlo {st?

Ziak tvrdi, Ze keby z dal$ej desatmintitovky dostal znamku 1, vylepsil by si tak priemer z presne 1,15 na
presne 1,12. Je to mozné?

Ziak mal z niekol'’kych desatminttoviek priemer zndmok pribliZne 3,14 (zaokriihlené na stotiny). Mohlo ist
o 8 znamok?
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Pouzitim podobnych trojuholnikov odvod'te zndmu vlastnost' strednych prie¢ok vSeobecného trojuholnika
ABC: Ak je M stred strany AB a N stred strany AC,tak MN || BC a|MN| = % |BC]|.

St dané rovnobezky p, g abod S, ktory na nich neleZi. Na priamke p st dané trirozne body 4, B, C. Priese¢niky
priamky g s priamkami S4, SB, SC st oznaené postupne D, E, F. Dokazte rovnosti

|AB| _ |AC| _|BC| _[SAl _|SB| _ |SC|

IDE| ~ |DF| ~ |EF| |SD| ~ ISE| ISFI

Pouzite Talesovu vetu na dokaz tvrdenia: Os pravého uhla v r6znostrannom pravouhlom trojuholniku roz-
poluje uhol medzi jeho vyskou k prepone a taznicou k prepone.

Vrchol C $tvorcov ABCD a CJKL je vnutornym bodom usecky AK aj isecky DJ.Body E, F, G a H si postupne
stredy useciek BC, BK, DK a DC. Vyjadrite obsah Stvoruholnika EFGH pomocou obsahov S a T $tvorcov
ABCD a CJKL.

V rovine je dany pravouhly trojuholnik ABC taky, Ze kruznica k so stredom A a polomerom |AC| pretina
preponu AB v jej strede S. Dokazte, Ze kruznica opisana trojuholniku BCS je zhodna s kruzZnicou k.

Vlichobezniku ABCD so zakladiiami AB, CD oznacime P priesecnik vnitornych uhlov pri vrcholoch 4, D a Q
priese¢nik vnutornych uhlov pri vrcholoch B, C. Dokézte, Ze body P a Q leZia na jednej rovnobeZke so za-
kladiiami lichobeZnika.
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Ziac¢ka roztrhla list papiera na tri kiisky, potom niektoré z tychto kiiskov opat’ roztrhla kazdy na tri kisky
atd. Rozhodnite, ktoré pocty kiskov 4, 5, 6, ..., 20 mohla tymto postupom ziskat.

Na tabuli je napisanych

a) 5pismenRab5 pismens,

b) 25 pismen R a 30 pismen S.

V kazdom kroku zotrieme dve napisané pismend a nahradime ich pismenom R, resp. S, ak boli zotreté pis-
mena rozne, resp. rovnaké. Ktoré pismeno zostane na tabuli posledné?

Na tabuli st napisané 3 jednotky, 3 dvojky a 3 trojky. V kazdom kroku je povolené zotriet l'ubovolné dve
rozne cifry a pripisat namiesto nich zostavajtcu tretiu cifru. Po sérii takychto dprav sa nam podarilo déjst
k situacii, ked' na tabuli zostala jedina cifra, a to dvojka. Mohlo sa stat, Ze pri inom priebehu tprav by sme
dosli k inej jedinej cifre? Zmeni sa odpoved pri inych vychodiskovych poctoch cifier?

Na tabuli st napisané prirodzené ¢isla od 1 do 100. V kazdom kroku zotrieme trojicu po sebe iducich ¢isel
(ak existuje taka trojica). M6zu na tabuli zostat nakoniec ¢isla, ktorych celkovy stucet bude 111?

Vratme sa k situdcii z ilohy N3 so v§eobecnymi vychodiskovymi poctami cifier. Rozhodnite, ¢i je moZné, aby
sme dvoma odliSnymi postupmi uprav dosli raz k jedinej cifre 1 a druhykrat k jedinej cifre 3.
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V pravidelnom patuholniku ABCDE narysujeme osi vSetkych jeho stran a osi vSetkych jeho uhlopriecok.
Kol'ko roznych priamok to bude? Vysvetlite, preco kazda z nich je osou simernosti celého patuholnika a pre-
chadza jednym jeho vrcholom.

Dokazte, Ze kazdé Styri vrcholy pravidelného patuholnika tvoria vrcholy rovnoramenného lichobeznika.

Rovnobezné tsecky KL a M N nelezia na jednej priamke. Dokazte, Ze trojuholniky KLM a KLN majui rovnaky
obsah.

V pravidelnom patuholniku ABCDE oznacme G priesecnik uhlopriecky AC a BD. Ukazte, Ze Stvoruholnik
AGDE je kosostvorec.

Dokazte, zZe dve uhlopriecky pravidelného patuholnika, ktoré vychadzaju z jedného jeho vrcholu, rozdeluju
prislusny vnutorny uhol na tretiny.

Oznaéme a dizku strany a u diZku uhloprie¢ky daného pravidelného patuholnika. Dokazte, ze a® + au = u?.
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Ukazte, Ze zmnoziny {1, 2, 3, ..., 10} je mozné vybrat 4 rozne Cisla tak, aby medzi nimi nebolo Ziadne prvocis-
lo ani dve ¢isla, ktorych stcet je prvocislo. Najdite tiez vSetky také vybery.

Ukazte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n, kde n = 2, je mozné z mnoziny {1, 2, 3, ..., 2n} vybrat' n — 1 ¢isel tak,
aby medzi nimi nebolo Ziadne prvocislo ani dve ¢isla, ktorych sucet je prvocislo.

Ukazte, Ze pocet vSetkych Sestcifernych prvocisel neprevysuje 300 000.

N3ajdite najvacsie trojciferné ¢islo, z ktorého po vyskrtnuti 'ubovolnej cifry dostaneme prvocislo.

Nanajvys kol'ko ¢isel moZno vybrat z mnoziny {1, 2, ..., 2018} tak, aby rozdiel Ziadnych dvoch vybranych ¢isel
nebol prvocislo?
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Navodné a dopliiujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie C
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Rozdiel dvoch kladnych prirodzenych ¢isel je rovny 4, pricom jedno z ¢isel je ndsobkom druhého. O aké ¢isla
ide?

Riesenie:

Nech a a b st hladané Cisla, pricom a > b. Potom mensSie Cislo b je delitelom vacSieho cisla a, a teda aj
delitelom cisla a — b, ktoré sa podla zadania rovna 4. Preto b € {1, 2, 4}. Tento poznatok vyplyva aj z toho, Ze

a_b+4_1+4
b~ b b’

Z toho dostavame riesSenia (5, 1), (6, 2), (8,4).

Cislo 73 rozlozte na sti¢et dvoch kladnych prirodzenych ¢&isel tak, aby ich podiel bol tiez kladné prirodzené
¢islo.

Riesenie:

Postupujeme podobne ako v rieSenf N1: VyuZijeme napriklad vztah

a 73-b 73

b b b

a poznatok, Ze 73 je prvocislo. Jediné rieSenie je potom dvojica (72, 1).

Rozhodnite, pre ktoré prirodzené ¢isla n nadobuda zlomok

in+1
2n—3
celociseln hodnotu.
RieSenie:
Z Upravy

dn+1 _ 22n—-3)+7 s 7

2n—3 2n—3 2n—3
vidime, Ze hladame prave tie n, pre ktoré je celé (napriklad aj zdporné) ¢islo 2n — 3 delitelom ¢isla 7, t. j.
jednym z cisel 1, —1 7, —7. Niektorej zrovnic2n —3 =1,2n—3 = —-1,2n — 3 = 7,2n — 3 = =7 vyhovuja
prave hodnoty z mnoziny {—2, 1, 2, 5}, z ktorych zaporné —2 musime kvdli zadaniu vylucit.
Rozhodnite, pre ktoré prirodzené ¢isla n nadobtida zlomok

n+72
2n

celociselnd hodnotu.

RieSenie:

Dany zlomok ma celo¢iselnti hodnotu k prave vtedy, ked' n + 72 = 2nk, ¢iZe ked 72 = n(2k — 1). Odtial
vidime, Ze celé Cislo 2k — 1 je kladné a Ze je to neparny delitel ¢isla 72. Preto 2k — 1 € {1, 3,9} a rovnost
72 =n(2k — 1) je potom splnena prave pre n z {8, 24, 72}.

Urcte vSetky zlomky zo zadania stutaznej tlohy, ktoré maju v zdkladnom tvare menovatel rovny 2.
Riesenie:

Budu to prave zlomky s menovatelom 2k pre vhodné k od 1 do 1011, ktorych citatel' 2022 — 2k je delitelny
¢islom k, nie vSak ¢islom 2k. Ekvivalentne vyjadrené: ¢islo 2022 je delitelné ¢islom k, nie vSak ¢islom 2k.
Hladdme teda tie k od 1 do 1011, ktoré delia ¢islo 22(())%82, ggl%eliaé\;iak ¢islo 1011. St to zrejme iba parne ¢isla

2,6 a 674, ktorym zodpovedajui postupne zlomky ' 1 2.
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Ziak dostal z desatminttoviek osemkrat zndmku 5, $estkrat znamku 4, Styrikrat znamku 3 a dvakrat zndmku
2. Kol'ko by k tomu eSte musel dostat’ jednotiek, aby sa priemer jeho zndmok zlepsil presne o 1?7

RieSenie:
Potrebny pocet jednotiek oznacme n. KedZe
8:5+6-4+4-3+2-2 80
84+6+4+2 20

=4,

¢iZe pévodny priemer ma hodnotu 4, po pridani n jednotiek ma byt rovny 3, t. j. ma platit

8:5+6-4+4-3+2-2+n-1 80+n _
8+6+4+2+n T 20+n

)

z ¢oho dostaneme n = 10.

Ziak dostal z desatmintitoviek najskor trikrat znamku 2, dalsie jeho znamky uz boli iba patky. Kol'ko ich
dostal, ak bol priemer jeho znamok horsi ako 4,27

Riesenie:
Pocet patiek ozna¢me n. Ma platit

3-2+n'5_5n+6>42_21
3+4n  n+3 T 5

Ekvivalentnou tipravou dostavame n > 373, takze n > 9. Pétiek teda bolo aspon 9.

Zia¢ka mala z desatminttoviek, ktorych bolo menej ako 15, priemer zndmok presne 1,75. O kol'’ko zndmok
mohlo ist?

RieSenie:

Oznacme p pocet znamok a s ich sucet. Plati

5_175_175_7
p 77100 4

KedZe posledny zlomok je v zdkladnom tvare, musi byt s = 7k ap = 4k pre vhodné kladné prirodzené ¢islo
k.Platiteda4k =p < 15,t.j. k < 175, ¢ize k € {1, 2, 3}. Mohlo teda ist o0 4, 8 alebo 12 znamok.

Ziak tvrdi, Ze keby z dal$ej desatmintitovky dostal znamku 1, vylepsil by si tak priemer z presne 1,15 na
presne 1,12. Je to mozné?

RieSenie 1:

Pri starom priemere 1,15 ¢ize g by bol pocet zndmok p ndsobkom ¢isla 20, pri novom priemere 1,12 Cize
% by bol pocet zndmok p + 1 ndsobkom ¢isla 25. Obe ¢isla p a p + 1 vSak nemdZu byt sucasne nasobky 5.
Nie je to teda mozZné.

RieSenie 2:

Pri pocte zndmok p s priemerom 1,15 by bol ich stucet 1,15p, po obdrzani novej jednotky by potom malo
platit

Tato rovnica ma sice rieSenie p = 4, pévodny sticet znamok 1,15p je vsak potom 4,6, ¢o nie je celé cislo.
Ziak mal z niekol'’kych desatminttoviek priemer zndmok pribliZne 3,14 (zaokriihlené na stotiny). Mohlo ist
0 8 znamok?

RiesSenie:

Oznacme p pocet znamok a s ich sucet. Hodnota podielu s/p lezi v intervale [3,135, 3,145), takZe celé ¢islo s
lezi vintervale [3,135p, 3,145p). V pripade p = 8 vSakide o interval [25,08, 25,16), ktory neobsahuje Ziadne
prirodzené ¢islo. Znamok teda nemohlo byt 8.

N1

Pouzitim podobnych trojuholnikov odvod'te zndmu vlastnost strednych priecok vSeobecného trojuholnika
ABC: Ak je M stred strany AB a N stred strany AC,tak MN || BC a|MN| = % |BC]|.
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RieSenie:

KedZze |AM| : |AB| = |AN| : |AC| = 1 : 2, st trojuholniky ABC a AMN podobné podla vety sus. Zo zhodnosti
ich uhlov ABC a AMN potom vyplyva MN || BC a vdaka podobnostnému pomeru 1 : 2 plati tiezZ |[MN| =
> 1BCl.

St dané rovnobezky p, g abod S, ktory na nich nelezi. Na priamke p st dané triré6zne body 4, B, C. Priese¢niky
priamky g s priamkami S4, SB, SC st oznacené postupne D, E, F. Dokézte rovnosti

|AB| _ |AC| _ |BC| _|SA|l _ISB| _IsC]|
IDE| ~ |DF| |EF| |SD| |SE| |SF|

RieSenie:

Vdaka zhodnosti vrcholovych a stihlasnych ¢i striedavych uhlov st podla vety uu navzajom podobné troj-
uholniky SAB a SDE, rovnako ako trojuholniky SAC a SDF, ako aj trojuholniky SBC a SEF. Vdaka stranam
tychto trojuholnikov so spolo¢nym krajnym bodom S maju vSetky tri podobnosti rovnaky koeficient rovny
poslednym trom zlomkom v dokazovanej sérii rovnosti. Prvé tri zlomky vyjadruju tento koeficient pre strany
protilahlé k vrcholu S doty¢nych trojuholnikov.

Pouzite Talesovu vetu na dokaz tvrdenia: Os pravého uhla v ré6znostrannom pravouhlom trojuholniku roz-
poluje uhol medzi jeho vyskou k prepone a taznicou k prepone.

RieSenie:

Nech v trojuholniku ABC s obvyklym oznacenim uhlov platiy =90°a 8 < a, t.j. B < 45°. OznaCme S stred
prepony AB a P patu vysky z vrcholu C. Podla Talesovej vety v trojuholniku SCB plati |SC| = |SB]|, teda
|«BCS| = |«SCB| = B.V pravouhlom trojuholniku ACP zase mame |&ACP| = 90° — |<PCA| = 90° — a =
B. Uhly BCS a ACP, ktoré lezia v pravom uhle ACB, tak maja rovnaku vel'kost f menSiu nez 45°, a preto
sa neprekryvaju, a tak os celého uhla ACB je sticasne aj osou simernosti jeho ,zvy$nej“ ¢asti medzi uhlami
BCS a ACP, t.j.osou uhla SCP.

Vrchol C $tvorcov ABCD a CJKL je vnutornym bodom tsecky AK aj isecky DJ.Body E, F, G a H si postupne
stredy useciek BC, BK, DK a DC. Vyjadrite obsah $tvoruholnika EFGH pomocou obsahov S a T §tvorcov
ABCD a CJKL.

Riesenie:

55. ro¢nik, C-S-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=240).

V rovine je dany pravouhly trojuholnik ABC taky, Ze kruznica k so stredom A a polomerom |AC| pretina
preponu AB v jej strede S. Dokazte, Ze kruznica opisand trojuholniku BCS je zhodnd s kruZnicou k.
RieSenie:

51. ro¢nik, C-S-2 (https://skmo.sk/dokument.php?id=280).

Vlichobezniku ABCD so zakladiiami AB, CD oznacime P priesecnik vnitornych uhlov pri vrcholoch 4, D a Q
priese¢nik vnutornych uhlov pri vrcholoch B, C. Dokézte, Ze body P a Q leZia na jednej rovnobeZke so za-
kladiiami lichobeZnika.

Riesenie:

Stred M ramena AD leZi na osi o pasu medzi rovnobezkami AB a CD. KedZe sticet uhlov BAD a ADC je vdaka
vztahu AB || CD rovny 180°, sucet polovicnych uhlov PAD a ADP je rovny 90°, teda PAD je pravouhly troj-
uholnik s preponou AD so stredom M. Podla Talesovej vety je PAM rovnoramenny trojuholnik so zakladriou
PA, takZe uhol MPA je zhodny s uhlom PAM, a teda aj s uhlom PAB. Zo zhodnosti (striedavych) uhlov MPA

a PAB vyplyva MP || AB, teda M lezi na osi 0. Analogickou tivahou o strede N ramena B( zistime, Ze na osi o
lezi aj bod Q.

N1

N2

Ziacka roztrhla list papiera na tri kiisky, potom niektoré z tychto kiskov opat roztrhla kazdy na tri kisky
atd. Rozhodnite, ktoré pocty kuskov 4, 5, 6, ..., 20 mohla tymto postupom ziskat.

Riesenie:

Celkovy pocet kiskov sa kazdym roztrhnutim jedného z nich zvacsi o 2, moZno teda ziskat l'ubovolny neparny
pocet, ale zZiadny parny.

Na tabuli je napisanych

a) 5pismenRab5 pismens,

b) 25 pismen R a 30 pismen S.

V kazdom kroku zotrieme dve napisané pismena a nahradime ich pismenom R, resp. S, ak boli zotreté pis-



N3

D1

D2

mena rozne, resp. rovnaké. Ktoré pismeno zostane na tabuli posledné?

Riesenie:

Pocet pismen R sa po kazdom kroku bud’ nezmeni (ak zotrieme dve R ¢i po jednom R a S), alebo sa zmensi
o0 2 (ak zotrieme dve R), takze zostane po kazdom pocte krokov neparny, a preto nikdy neklesne na nulu.

KedZe sa po jednom kroku celkovy pocet pismen na tabuli zniZi, po kone¢nom pocte krokov zostane na tabuli
v oboch pripadoch ako posledné pismeno R.

Na tabuli st napisané 3 jednotky, 3 dvojky a 3 trojky. V kazdom kroku je povolené zotriet I'ubovolné dve
rozne cifry a pripisat namiesto nich zostavajicu tretiu cifru. Po sérii takychto Gprav sa nam podarilo dojst
k situacii, ked' na tabuli zostala jedina cifra, a to dvojka. Mohlo sa stat, Ze pri inom priebehu tprav by sme
dosli k inej jedinej cifre? Zmeni sa odpoved’ pri inych vychodiskovych poctoch cifier?

RieSenie:

Skiimajme aktualny sucet vSetkych cifier na tabuli. Pri zdmene (1, 2) — 3 sa nezmenti, pri zdmene (1,3) = 2
sa zmens$i o 2 a pri zamene (2,3) — 1 sa zmensi o 4. Vidime, Ze aktudlny sucet vSetkych cifier nemeni svoju
paritu. Nemo6Zeme teda z toho istého vychodiskového stavu dojst niekedy k jedinej parnej cifre, inokedy
k jedinej neparnej cifre.

Na tabuli st napisané prirodzené ¢isla od 1 do 100. V kazdom kroku zotrieme trojicu po sebe idtcich cisel
(ak existuje taka trojica). M6zu na tabuli zostat nakoniec ¢isla, ktorych celkovy stucet bude 111?

RieSenie:

Sucet troch po sebe iducich ¢isel n + (n + 1) + (n + 2) ¢iZze 3(n + 1) je delitelny tromi, takZe sicet ¢isel na
tabuli po kazdom kroku klesne o nasobok troch. Jeho zvySok pri deleni 3 sa teda nezmeni. Na zac¢iatku mame
sicet 1 + 2 + -+ + 100 ciZze 5050 so zvySkom 1 po deleni 3, ¢islo 111 v§ak ma zvySok 0. Odpoved je teda
negativna.

Vratme sa k situacii z lohy N3 so vS§eobecnymi vychodiskovymi poctami cifier. Rozhodnite, ¢i je mozné, aby
sme dvoma odliSnymi postupmi uprav dosli raz k jedinej cifre 1 a druhykrat k jedinej cifre 3.

RieSenie:

N3 a D2 maju spolo¢né riesenie:

Oznacime pocetjednotiek, dvojok a trojok na tabuli postupne j, d, t a ukazeme, Ze pri ipravach nemeni paritu
Ziadny zo suctov j + d, j + t ad + t. Dodajme, Ze v rieSen{ N3 sme vyuzili paritu sictu j + 2d + 3t, ktora je
rovnaka ako parita suctu j + t.

TakzZe nie je to mozné.

N1

N2

N3

D1

V pravidelnom patuholniku ABCDE narysujeme osi vSetkych jeho stran a osi vSetkych jeho uhlopriecok.
Kol'ko roznych priamok to bude? Vysvetlite, preco kaZda z nich je osou simernosti celého patuholnika a pre-
chadza jednym jeho vrcholom.

RiesSenie:

Bude to 5 priamok. Stac¢{ ukazat, Ze napriklad strana AB a uhlopriecka CE maju spolo¢nu os, ktorad prechadza
zvy$nym piatym vrcholom D. Vyjdeme z toho, Ze BCD, CDE a DEA sd zhodné rovnoramenné trojuholniky
s hlavnymi vrcholmi postupne C, D, E. Odvodime, Ze os uhla CDE je spolocnou osou tseciek CE a AB: Pre
prvu z nich to vyplyva z rovnoramenného trojuholnika CDE, pre druhu z trojuholnika BD A, ktory je rovnako

rovnoramenny, lebo vdaka zhodnym trojuholnikom BCD a DEA plati |BD| = |DA| a navySe |<CDB| =
|XEDA]|.

Dokazte, Ze kazdé Styri vrcholy pravidelného patuholnika tvoria vrcholy rovnoramenného lichobeznika.
RieSenie:

Vyplyva to z rieSenia N1: Ukazali sme tam, Ze os simernosti celého patuholnika prechddzajica vrcholom D
je spolo¢nou osou useciek AB a CE, takZe to su zadkladne rovnoramenného lichobeZnika ABCE - druhé dve
protilahlé strany BC a EA su totiz zhodné.

RovnobeZné tisecky KL a M N neleZia na jednej priamke. Dokazte, Ze trojuholniky KLM a KLN majd rovnaky
obsah.

Riesenie:

Zpodmienky KL || MN vyplyva, Ze vySky na spolo¢nt stranu K L oboch trojuholnikov KLM a KLN st zhodné.
Pre ne tak do vzorca pre obsah vieobecného trojuholnika dosadime rovnaké hodnoty dizky zakladne a na
niu kolmej vysky.

V pravidelnom patuholniku ABCDE oznacme G priese¢nik uhlopriecky AC a BD. Ukazte, Ze Stvoruholnik



D2

D3

AGDE je kosoStvorec.

RieSenie:

Zlichobeznikov ACDE a BDE A (pozrivysledok N2) vyplyva AG || DE aGD || EA,takze AGDE je rovnobeznik.
Vdaka |[DE| = |EA| ide o kosoStvorec.

Dokazte, Ze dve uhlopriecky pravidelného patuholnika, ktoré vychadzaju z jedného jeho vrcholu, rozdeluja
prislu$ny vnutorny uhol na tretiny.

RieSenie:

Staciukazat, Ze v pravidelnom patuholniku ABCDE st zhodné uhly BAC,CAD a DAE so spolo¢nym vrcholom
A, Vnutorné uhly pravidelného patuholnika maja vel’kost 3 - 180° : 5 Cize 108°. Preto uhly pri zakladniach
rovnoramennych trojuholnikov ABC a DE A maju velkost 180° — 108° : 2 Cize 36°. Vidime, Ze oba uhly BAC
a DAE maju v porovnani s uhlom BAE tretinovu vel'kost (lebo 36 : 108 = 1 : 3), takZe tretinov velkost
ma i treti uhol CAD.

Poznamka:

Zvlastnosti stredovych a obvodovych uhlov v kruznici vyplyva nasledujice tvrdenie pre lubovolnén, kden >
4: Vsetky uhlopriecky pravidelného n-uholnika vychadzajtce z jedného jeho vrcholu delia jemu prislusny
vnutorny uhol na n — 2 zhodnych casti.

Oznaéme a dizku strany a u dizku uhloprie¢ky daného pravidelného patuholnika. Dokazte, Ze a? + au = u?.
RieSenie:

V pravidelnom patuholniku ABCD ozna¢me G priesecnik uhlopriecky AC a BD. Podla ulohy N2 je DABC
rovnoramenny lichobeznik (DA || BC), takze trojuholniky DAG a BCG st podla vety uu podobné. Plati preto
IDA| : |BC| = |DG| : |GB|, ¢izeu : a = |DG| : |GB|. Podla tlohy D1 je AGDE Kkosos$tvorec o strane a,
takze plati |DG| = a a |GB| = |BD| — |DG| = u — a. Dosadenim dou : a = |DG| : |GB| dostaneme
u:a=a: (u— a),odkial uzlahko vyplyva rovnost a? + au = u?.

Poznamka:

u:a=a: (u—a)znameny, Ze bod G deli kazdu z uhlopriecok AC a BD v tzv. zlatom reze.
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Ukazte, Ze zmnoziny {1, 2, 3, ..., 10} je mozné vybrat 4 rozne Cisla tak, aby medzi nimi nebolo Ziadne prvocis-
lo ani dve ¢isla, ktorych stucet je prvocislo. Najdite tiez vSetky také vybery.

RieSenie:

Musi ist' 0 4 ¢isla z mnoziny {1, 4, 6, 8,9, 10}, ktord ma 6 prvkov. Cislo 1 neméze byt vo vybere s tromi ¢islami
4, 6 a 10, preto je ,nepouzitelné” To isté plati aj pre c¢islo 9 pre podobnu koliziu s tromi ¢islami 4, 8 a 10.
Do uvahy tak prichadzaju iba Styri parne ¢isla 4, 6, 8 a 10. Ich vyber vyhovuje, pretoZe sucet kazdych dvoch
z nich je tieZ parne Cislo rézne od 2.

Ukazte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n, kde n = 2, je mozné z mnoziny {1, 2, 3, ..., 2n} vybrat' n — 1 ¢isel tak,
aby medzi nimi nebolo Ziadne prvocislo ani dve ¢isla, ktorych sucet je prvocislo.

RieSenie:

Vyber bude mat' poZadovani vlastnost, ak bude napriklad zostaveny z parnych zloZenych ¢isel. Spiia to
vyber n — 1 ¢isel 4, 6, 8, ..., 2n.

Ukazte, Ze pocet vSetkych Sestcifernych prvocisel neprevysuje 300 000.

RieSenie:

Sestciferné su &isla od 100 000 do 999 999, je ich celkom 900 000. Staci teda ukazat, ze aspon 600 000 z nich
je delitelnych dvoma alebo troma. Delitelnych dvoma je ich 450 000, delitelnych troma 300 000. V sucte
450000 + 300000 su vSak zapocitané dvakrat ¢isla, ktoré su delitelné dvoma aj troma, t. j. ¢isla delitelné
Siestimi. Tych je 150 000, takze dvoma alebo troma je delitelnych prave 750 000 — 150 000 ¢ize 600 000
Sestcifernych cisel.

Poznamka:

Podobne zistime, Ze existuje 660 000 Sestcifernych zloZenych cisel, ktoré su delitelné 2, 3 alebo 5, teda pocet
Sestcifernych prvocisel neprevysuje 240 000. Aj tento odhad je vSak velmi hruby - presny pocet Sestcifernych
prvocisel je 68 906.

N3ajdite najvacsie trojciferné cislo, z ktorého po vyskrtnuti l'ubovolnej cifry dostaneme prvocislo.

RieSenie:

Je to ¢islo 731 (pozri 67. ro¢nik, tlohu C-S-1 (https://skmo.sk/dokument.php?id=2618)).



D3 Nanajvys kol'ko ¢isel mozno vybrat z mnoziny {1, 2, ..., 2018} tak, aby rozdiel ziadnych dvoch vybranych cisel
nebol prvocislo?

RieSenie:
Jeich 505 (pozri 67. ro¢nik, tlohu B-11-4 (https://skmo.sk/dokument.php?id=2753)).




