MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

Navodné a doplnujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie B

1 Budeme sa zaoberat iba nAmetom zo stitaznej ulohy.
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Po kol'kych krokoch bude tabula prazdna, ak je na nej na zaciatku napisana patica najmensich kladnych
celych cisel?

Kol'’ko najmenej prirodzenych cisel moze byt na tabuli napisanych, ak chceme, aby tabula zostala prazdna
az po dvoch krokoch?

VyrieSte variant stitaznej ulohy, v ktorom budeme podciarkovat a nasledne zotierat’ prave tie Cisla, ktoré nie
su suc¢inom ziadnych dvoch réznych cisel napisanych na tabuli.

Na zaciatku méZeme na tabul'u napisat l'ubovolnd sedmicu réznych kladnych celych ¢isel obsahujicu ¢isla 1
a 2. Najdite vsetky také sedmice, pre ktoré po troch krokoch tabula este nebude prazdna.

Ako by sa zmenili zavery sutaznej tlohy, ak by na zaciatku bolo napisanych na tabuli akychkolvek desat
navzajom roznych celych cisel?

Majme nejakud vychodiskovi desaticu réznych kladnych celych ¢isel, pre ktort po Styroch krokoch tabula
eSte nebude prazdna. MéZe byt najvacsie Cislo z takej desatice 357
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Tabul'ka 3% 3 je vyplnena roznymi celymi ¢islami tak, Ze stéty troch ¢isel v kazdom riadku aj stipci st neparne
Cisla. M6zu byt v tabul'ke

a) ¢islaod1do9,

b) cislaod 2 do 10?

Nech k > 1 je celé ¢islo. Majme danu tabulku s k polickami, ktort mame vyplnit k danymi a navzajom
roznymi Cislami (tak, aby kazdé z nich bolo pouzité). Dokazte, Ze pocet vSetkych takychto vyplneni je k!.
Rieste stutaznu tlohu pre tabul'ku 2 X 2 a ¢isla od 1 do 4.

Kol'’kymi sp6sobmi mozZno z n gul6¢ok roznych farieb vybrat niektorych k, kde 0 < k < n?

Rieste sutaznu ulohu pre tabul'ku 4 X 4 a celé ¢isla od 1 do 16.

Do kazdého policka Stvorcovej tabul'ky n X n vpiSeme jedno z ¢isel 1, 2, ..., n tak, aby v kazdom riadku aj
v kazdom stlpci boli bud’ vsetky ¢isla rovnaké, alebo vSetky navzajom rézne. Prikladom pre pripadn = 5 je
nasledujuica tabul'ka:

2|5(4|1]3

Kol'ko réznych hodnot moze mat sucet vsetkych cisel tabul’ky?

Je dané celé ¢islo n, kde n > 2. Kolkymi sp6sobmi je mozné vyfarbit policka tabulky n X n $tyrmi farbami
tak, aby v kazdom Stvorceku 2 X 2 bola kazda farba pouZita prave raz?
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Rozhodnite, pre ktoré redlne hodnoty parametra p je
P+2)x>+2(p+Dx+(@P-1)=0

kvadraticka rovnica s dvojnasobnym korenom.
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Nech redlne ¢islar, s, t spfﬁajﬁ sdistavu r2 = 8st a sZ = rt. Uka’te, %e r = 2s. Rozmyslite si, ako tento
vysledok vyuZit na rieSenie sutaznej ulohy, ked' za r, s, t zvolite vhodné vyrazy.

Najdite vietky kvadratické trojéleny ax? + bx + c také, Ze ak lubovolny z koeficientov a, b, ¢ zva¢$ime o 1,
dostaneme novy kvadraticky trojclen, ktory bude mat’ dvojnasobny korer.

V obore redlnych ¢isel 1, s, t rieSte ststavu dvoch rovnic z tlohy N2.
Navzajom rézne nenulové redlne ¢isla a, b, ¢ sa daju Siestimi sp6sobmi doplnit ako koeficienty kvadratickej
rovnice
Ox?+0Ox+0=0.
a) Rozhodnite, ¢i existuje trojica (a, b, ¢) taka, Ze vSetky zostavené rovnice maju aspon jeden realny korern.
b) Rozhodnite, ¢i existuje trojica (a, b, ¢) taka, Ze prave pat zo Siestich zostavenych rovnic ma aspon jeden
realny korern.
a) Dokazte nerovnost 4(a? + b?) > (a + b)? + ab pre vietky dvojice kladnych realnych ¢isel a, b.
b) Najdite najmensie redlne ¢islo k také, aby nerovnost k(a?+b?) = (a+b)? +ab platila pre vietky dvojice
kladnych realnych ¢isel a, b.
N3ajdite vSetky realne rieSenia sustavy rovnic

1
+z=1,
x+y
+x=1,
y+z
=1
Z+Xx Y
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Zdoévodnite, Ze patuholnik ABCDE zo sutaznej Ulohy je mozné ziskat' z istého rovnobeznika , odstrihnutim’
jedného jeho ,rohu*

Pripomenme, Ze osou lubovolného (konvexného aj nekonvexného) uhla s vrcholom V nazyvame td pol-
priamku s poc¢iato¢nym bodom P, ktora dany uhol rozdeluje na dva zhodné uhly. Pripomerite si tieZ a dokazte
»vetu o osi uhla“: Os uhla AV B, ktory md vel'kost' mensiu ako 180°, je tvorend prdve tymi jeho bodmi, ktoré maju
od oboch priamok V A, VB rovnaku vzdialenost.

KruZznicou pripisanou (ku) strane K L vSeobecného trojuholnika K LM rozumieme td kruznicu, ktora sa doty-
ka strany KL v jej vnidtornom bode a priamok KM, LM v bodoch leZiacich vo vnutri polroviny opacnej k pol-
rovine KLM. DokaZte, Ze stred takej kruZnice je priese¢nikom osi vonkajsich uhlov pri vrcholoch K, L troj-
uholnika KLM a Ze nim prechadza aj os jeho vnatorného uhla pri vrchole M.

Dokazte, Ze pre patuholnik ABCDE zo sttaZnej Glohy plati [*CDE| > 60°.
Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s najdlhSou stranou BC. Vnutri stran AB a AC lezia postupne body D a E
tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Ozna¢me F taky bod, Ze ABFC je rovnobeznik. Ukaz7te, Ze |FD| = |FE]|.

Vtrojuholniku ABC oznacme I stred kruznice vpisanej. Priamky BI, CI pretnd kruznicu opisanu trojuholniku
ABC postupne vbodoch S, T, pricom S # B, T # C. Use¢ka ST pretina strany AB, AC v bodoch K, L. Dokézte,
Ze Stvoruholnik AKIL je kosoStvorec.

V ostrouhlom trojuholniku ABC st D a E vnitorné body strany BC, pritom D lezi medzi B a E, |AD| = |CD|
a |AE| = |BE|. Predpokladajme, Ze os uhla DAE ma s osou tGsec¢ky BC jediny spolo¢ny bod, ktory ozna¢ime
F.Dokazte rovnost |¥BAC| + |<DFE| = 180°.
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Existuje nejaka trojica (a, b, ¢) kladnych celych ¢isel spihajicich podmienky ab = c?aa+ b — 2c = 1?
Ak ano, ako by sa dala vyuzit na rieSenie Casti a) sitaznej ulohy pre l'ubovolné prvocislo p?

DokaZte, 7e ak pre kladné celé ¢isla u, v, w plati u?> = v2w, tak &islow je druhou mocninou kladného celého
Cisla.

Dokazte, Ze ak sucin dvoch nesudelitelnych celych kladnych Cisel u, v je rovny druhej mocnine celého ¢isla,
su obe ¢isla u, v tieZ druhymi mocninami celych cisel.

Pre dané prvoéislo p najdite vsetky trojice (a, b, ¢) kladnych celych ¢&isel spiiiajticich obe rovnosti ab = c?
aa+b—2c=p.
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Pravouhly trojuholnik ma celo¢iselné dizky stran a obvod 11990. Navys$e vieme, Ze jedna jeho odvesna ma
prvociselnu dlzku. Urcte ju.

Najdite vSetky dvojice prvocisel p, q, pre ktoré plati p + g = q + 145p2.

Urcte vietky dvojice prvodisel p, g, pre ktoré plati p + g2 = q + p3.

Kladné celé ¢&isla a, b spiiiaji rovnost’ b? = a? + ab + b. Dokézte, Ze b je druhou mocninou kladného celého
disla.
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Na kruZnici so stredom O st dané body B a C také, Ze |[<BOC| = 120°. Zvol'me bod A na dlh§om obluku BC
anech § = |XAO0B].

a) Zistite vel'kost uhla BAC, ked’ § = 140°.

b) Zistite, ako mame volit uhol §, aby bol uhol BAC ¢o najvacsi.

¢) Na kratSom obliku BC zvolime bod D. Zistite, ako mame volit polohy bodov 4, D, aby |*BAC| + |«BDC]|
bolo ¢o najvacsie.

Majme dany konvexny $tvoruholnik PQRS. Dokazte, Ze jeho vrcholy leZia na jednej kruznici prave vtedy, ked’

|*PRQ| = [«PSQ].

V trojuholniku ABC oznacme I stred kruznice vpisanej a @ vel'kost vnatorného uhla pri vrchole A. Vyjadrite

vel'kost uhla BIC pomocou a.

V pravouhlom trojuholniku ABC oznacime M stred prepony AC a a vel'kost vnutorného uhla pri vrchole A.
Vyjadrite pomocou a vel'kosti vsetkych vnutornych uhlov v trojuholnikoch ABM a BCM.

Dany je pravouhly trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C. Nech D je l'ubovolny vnutorny bod odvesny
AC a p kolmica z bodu D na preponu AB. Oznacme E bod priamKky p rdzny od D a taky, Ze body A, B, D, E
leZia na kruznici. Ozna¢me este F priesecnik priamok p a BC. Dokazte, ze |AE| = |AF|.

Nech ABCD je konvexny stvoruholnik taky, Ze AD L BD.Ozna¢me M priesecnik jeho uhlopriecok a zostroj-
me Kolmy priemet P bodu M na priamku AB a kolmy priemet Q bodu B na priamku AC. Dokazte, Ze bod M
je stredom Kruznice vpisanej trojuholniku PQD.

Dokazte, ze stredy kruznic zvonka pripisanych jednotlivym stranam l'ubovolného konvexného stvoruholnika
lezia na jednej kruZznici.

(Kruznicou pripisanou napriklad strane AB konvexného $tvoruholnika ABCD rozumieme Kruznicu, ktora
sa dotyka strany AB a polpriamok opacnych k polpriamkam AD a BC.)

Dana je kruznica k a jej priemer AB. Vnutri usecky AB zvolime I'ubovolny bod C a potom na kruZznici k vy-
berieme bod D tak, aby platilo |[BC| = |BD|. Os uhla ABD pretina kruznicu k v bode E r6znom od bodu B.
Dokazte, Ze trojuholniky AEC a CBD st podobné.

Oznaéme I stred kruZnice vpisanej pravouhlému trojuholniku ABC s pravym uhlom pri vrchole A. Dalej
oznaCme M a N stredy useciek AB a Bl. Dokazte, Ze priamka C/ je doty¢nicou kruznice opisanej trojuholniku
BMN.




MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

Navodné a dopliujuce ulohy
k uloham domaceho kola kategorie B

1 Budeme sa zaoberat iba nametom zo sttaznej ulohy.
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Po kol'kych krokoch bude tabula prazdna, ak je na nej na zacdiatku napisana patica najmensich kladnych
celych cisel?

Riesenie:

Po dvoch krokoch. V prvom kroku zotrieme ¢isla 1 a 2, v druhom kroku zvysné ¢isla 3, 4, 5.

Kol'’ko najmenej prirodzenych cisel moze byt na tabuli napisanych, ak chceme, aby tabula zostala prazdna
az po dvoch krokoch?

RieSenie:
Ak budt na tabuli najviac dve ¢isla, bude tabula zrejme prazdna hned po prvom kroku. Tri napisané ¢isla
niekedy k dvom krokom vedu - vSeobecne je to trojica (a, b, c), kde ¢ = a + b.

Podrobnejsie: Ak chceme, aby tabula po prvom kroku eSte nebola prazdna, musi byt niektoré z napisanych
¢isel ¢ suctom niektorych dal$ich ¢isel a a b spliiajucich a # b. KedZe v rovnosti c = a + b st vSetky ¢isla
kladné, mame okrem a # b tieZc > a a c > b. Na tabuli teda musia byt napisané aspon tri ¢isla, ako napr.
(1,2,3).

Vyrieste variant sutaznej tlohy, v ktorom budeme podciarkovat' a nasledne zotierat’ prave tie ¢isla, ktoré nie
su suc¢inom ziadnych dvoch réznych cisel napisanych na tabuli.

Riesenie:

Akjenatabuli ¢islo 1, bude v prvom kroku zotreté ako jediné. Inak v kazdom kroku budi medzi zotretymi dve
najmensie ¢isla - vynimkou moZe byt len posledny krok, ak bude pri iom na tabuli jediné ¢islo. Z uvedenych
poznatkov uZ vyplyva, Ze tabula bude prazdna po najviac 6 krokoch. Po 5 krokoch e$te prazdna byt nemusi,
ako ukazuje priklad vychodiskovych cisel 1, 2, 3, 6, 18, ..., kde kazdé ¢islo pocnic Stvrtym je rovné stucinu
dvoch cisel predchadzajicich. Hladany najvacsi pocet krokov je teda 5.

Na zaciatku m6Zeme na tabulu napisat lubovolnti sedmicu réznych kladnych celych ¢isel obsahujucu ¢isla 1
a 2. Najdite vSetky také sedmice, pre ktoré po troch krokoch tabula este nebude prazdna.

RieSenie:

Takéto sedmice su Styri: (1,2,3,4,7,10,17), (1,2,3,4,7,11,18),(1,2,3,5,8,11,19), (1, 2,3,5,8,13, 21).

V kazdom kroku musime zotriet iba dve najmensie ¢isla. Usporiadajme ¢isla vzostupne. Tretie ¢islo tak musi
byt 1+ 2 = 3,stvrté 1 + 3 = 4 alebo 2 + 3 = 5. Podobne po ¢islach 3, 4 musia nasledovat ¢isla 7, 10 alebo
7,11 apo ¢islach 3, 5 ¢isla 8, 11 alebo 8, 13. Posledné siedme ¢islo musi byt sti¢tom piateho a Siesteho ¢isla.

Ako by sa zmenili zavery sitaznej dlohy, ak by na zaciatku bolo napisanych na tabuli akychkolvek desat
navzajom roznych celych ¢isel?

Riesenie:

UZ tvrdenie z Casti a) by prestalo platit - uvazte napriklad desaticu (—3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, 6), v ktorej
ziadne Cislo nepodciarkneme, a teda ani nezotrieme.

Majme nejakua vychodiskovua desaticu roznych kladnych celych Cisel, pre ktora po Styroch krokoch tabula
eSte nebude prazdna. Mo6Ze byt najvacsie Cislo z takej desatice 357

RieSenie:

MozZe:

(1,2,3,4,7,10,11,17,18,35) - (3,4,7,10,11,17,18,35) - (7,10,11,17,18,35) - (17, 18,35) - (35).
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Tabul'’ka 3% 3 je vyplnena réznymi celymi ¢islami tak, Ze stéty troch &isel v kazdom riadku aj stipci st neparne
¢isla. MoZu byt v tabul'ke

a) Cislaod1do9,
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b) cislaod 2 do 10?

Riesenie:

a) ano, b) nie.

V pripade a) napriklad mbéZeme neparnymi ¢islami, ktorych je 5, zaplnit’ prvy riadok a prvy stipec. KedZze
2+3+--+10 éi’ie 54 je parne cislo, musi byt v pripade b) parny sucet cisel v aspoi jednom riadku (aj
v aspoi jednom stlpci).

Nech k > 1 je celé Cislo. Majme danu tabul'ku s k polickami, ktorit mame vyplnit k danymi a navzijom
roznymi Cislami (tak, aby kazdé z nich bolo pouzité). Dokazte, Ze pocet vSetkych takychto vyplneni je k!.
RieSenie:

Oznacme policka ¢islami od 1 do k a vyberajme pre ne cisla postupne takto: najskor pre policko 1, potom

pre polic¢ko 2 atd., aZ nakoniec pre policko k. Poéty moZnosti tychto vyberov budd postupne k, k — 1, ..., 1.
Celkovy pocet vyplneni dostaneme, ked uvedené pocty moznosti medzi sebou vynasobime.

Rieste stutaznu tlohu pre tabul'ku 2 X 2 a ¢isla od 1 do 4.

Riesenie:

Medzi ¢islami od 1 do 4 st dve neparne a dve parne, takze vietky riadkové a stipcové suéty budi neparne,
ked nepdrne ¢isla 1 a 3 nebudu lezat ani v rovnakom riadku ani stlpci, t. j. budud na jednej z oboch diagonal.
Vybrat diagonalu pre ¢isla 1, 3 méZeme dvoma spdsobmi, umiestnit na fiu ¢isla 1, 3 dvoma spésobmi a na
druhd diagondlu ¢isla 2, 4 tieZ dvoma sp6sobmi. Celkom tak existuje prave 2 - 2 - 2 ¢iZe 8 vyplneni, ktoré
vyhovuju zadaniu. KedZe podla N2 je pocet vsetkych vyplneni rovny 4! ¢ize 24, hladany pomer je 8 : 24 Cize
1:3.

Kol'kymi spdsobmi moZno z n gul6¢ok réznych farieb vybrat niektorych k, kde 0 < k < n?

Riesenie:

Vyberajme tychto k gul6cok jednu po druhej. V prvom kroku mame n moznosti, vdruhom n — 1 moznosti
atd., aZ v k. kroku mame n — k + 1 moZnosti. Uvedomme si, Ze ak vyberieme tie isté gulocky v inom poradji,

Y

dostaneme rovnaky vysledny vyber. MoZnych poradi k gul6cok je podla N2 prave k!. Hladany pocet k-tic je

preto rovny ——— - lize (n_:l:)!.k!, doje (2)

Rieste sutaznu ulohu pre tabul'ku 4 X 4 a celé ¢isla od 1 do 16.

Riesenie:

Zr,ejme M = 16!. UkdZme dalej, Ze pre pocet N tych vyplneni, kde st sucty vSetkych ¢isel v kazdom riadku aj
stlpci neparne ¢isla, plati N = 144 - 8! - 81. Odtial uz N : M = 144 - 8! - 8!/16! = 8 : 715.

Medzi ¢islami od 1 do 16 je prave 8 neparnych cisel. V kazdom riadku musi byt bud’ jedno, alebo tri neparne
Cisla. Celkom ich je 8, preto lahko zistime, Ze v dvoch riadkoch ry, r, musia byt tri neparne ¢isla a vo zvys$nych

dvoch riadkoch 73, 1 jedno neparne &islo. Rovnaky zaver plati aj pre stipce - v dvoch stipcoch s;, s, musia
byt tri neparne ¢isla a vo zvysnych dvoch stlpcoch s5, s, jedno neparne ¢islo.

Ukazme, Ze vo §tvorici poli¢ok danych prienikom riadkov r;, 7, so stipcami s;, s, st len neparne ¢&isla. Oznaé-
me ich poéet x. KedZe v riadkoch r; a 1, je dokopy 6 neparnych &isel, éo plati aj pre stipce s; a s,, mame
26 —x < 8, odkial x = 4, t.j. naozaj x = 4. Spominana Stvorica policok tak obsahuje Styri neparne cisla.
Ostatné dve neparne ¢isla z riadkov 7; a r, sa potom nachadzajt po jednom v stipcoch sz a s,, pre vyber
ich pozicii tak mame 2 moZnosti. To isté plati pre ostatné dve neparne ¢&isla zo stipcov s; a s,: Pre vyber ich
pozicii v riadkoch 13 a r, mame taktieZ 2 moZnosti. Tym mame popisané mozné vyhovujuce pozicie vSetkych
8 neparnych ¢isel.

Celkovy pocet vyhovujucich vyberov pozicii neparnych a parnych cisel preto vypocitame takto: Najskor
zvolime Iubovolne dvojicu riadkov s;, s, (6 moznosti) a dvojicu stipcov ry, r, (6 moZnosti), potom vykoname
vybery pre pozicie neparnych é&isel vo dvojiciach stipcov ss, s, a 13, 74 (pre kazdy z oboch vyberov mame,
ako vieme, 2 moznosti). PocCet vyhovujucich vyberov pozicii pre neparne a parne ¢islajeteda 6 -6 - 2 - 2 Cize
144. Odtial uz vyplyva N = 144 - 8! - 8!, pretoze 8 pozicii pre neparne ¢isla rovnako ako 8 pozicii pre parne
¢isla mozeme vyplnit 8! sposobmi.

Do kazdého policka Stvorcovej tabul'ky n X n vpiSeme jedno z ¢isel 1, 2, ..., n tak, aby v kazdom riadku aj
v kazdom stipci boli bud’ vetky ¢isla rovnaké, alebo vietky navzijom rozne. Prikladom pre pripad n = 5 je
nasledujtca tabul’ka:



D4

2|5(4]|1]3

Kol'ko réznych hodnot moze mat sucet vsetkych cisel tabul’ky?

RieSenie:

MO, Cesko, 50. roénik, B-I-3, https://www.matematickaolympiada.cz/media/440634/B50i.pdf.

Je dané celé cislo n, kde n = 2. Kol'kymi spdsobmi je mozné vyfarbit policka tabul'ky n X n Styrmi farbami
tak, aby v kazdom Stvorceku 2 X 2 bola kazda farba pouzita prave raz?

RieSenie:

Vyfarbime najprv prvy riadok a prvy stipec tak, aby v Ziadnom $tvorci 2 x 2 nebola Ziadna farba pouzita
viackrat. Zacnime polickom v lavom hornom rohu - na jeho vyfarbenie mame 4 moZnosti. Potom postupne
vyfarbujme prvy stlpec zhora nadol - v kazdom kroku mame na vyber z troch farieb. Nakoniec vyfarbime
prvy riadok zlava doprava - v prvom kroku mame iba 2 moznosti zafarbenia, vo zvy$nych krokoch mame 3
moznosti. Celkovy pocet vyhovujucich zafarbeni prvého riadku a prvého stipca je preto 4 - 3771- 23772 ¢,j,
23 . 32773 To je vysledok tilohy, pretoZe kazdé také zafarbenie je moZné rozsirit' na vyhovujuice zafarbenie
celej tabul'ky prave jednym spdsobom. Naozaj, len ¢o pozname farby troch policok niektorého Stvorceka
2 x 2, farba Stvrtého policka je jednoznacne urcena. Také dofarbovanie mézeme vykonat napriklad tak, ze
zlava doprava dofarbime n — 1 stvorcekov najprv v druhom riadku, potom v tretom riadku atd’. az nakoniec
v n. riadku. VyuZijeme pritom vietkych (n—1)? $tvoréekov 2 X 2 v danej $achovnici, takZe ziskané zafarbenie
je vyhovujtce.
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Rozhodnite, pre ktoré redlne hodnoty parametra p je
P+2)x*+2(p+Dx+ (-1 =0

kvadraticka rovnica s dvojnasobnym korenom.

Riesenie:

Ak p = —2, nejde o kvadratickd rovnicu. Ak p # —2, ma tato kvadratickd rovnica dvojnasobny korei prave
vtedy, ked' je jej diskriminant nulovy. Ten je pritom (2(p + 1))? — 4(p + 2)(p — 1), po Uprave 4(p + 3), ¢o je
rovné nule iba pre p = —3.

Nech redlne ¢islar, s, t spiﬁajﬁ ststavu r2 = 8st a s?2 = rt. Ukazte, Ze r = 2s. Rozmyslite si, ako tento
vysledok vyuZit na rieSenie sutaZnej ulohy, ked' za r, s, t zvolite vhodné vyrazy.

RieSenie:

Ak vynasobime prvi rovnicu r, dostdvame 3 = 8rst. Na pravej strane potom mdZeme nahradit’ rt za s?
vdaka druhej rovnici. Dostaneme r3 = 8s3 = (2s)3, z ¢oho r = 2s. PouZitie na rieSenie sitaZnej tilohy tu
prezradzat nebudeme.

N4jdite vetky kvadratické trojéleny ax? + bx + ¢ také, Ze ak l'ubovolny z koeficientov a, b, ¢ zva¢sime o 1,
dostaneme novy kvadraticky trojc¢len, ktory bude mat’ dvojnasobny koreri.

RieSenie:

MO, 53. ro¢nik, B-II-2, https://skmo.sk/dokument.php?id=258.

V obore redlnych ¢isel 1, s, t rieSte ststavu dvoch rovnic z ilohy N2.

Riesenie:

Podla N2 plati r = 2s. Po dosaden{ takého r ziskajt rovnice tvar 4s2 = 8st a s = 2st. Vidime, %e v pripade

s =0platir = 2s = 0 at jelubovolné. V pripade s # 0 sa obe rovnice 4s% = 8st a s? = 2st zjednodusia na
s = 2t,takze r = 2s = 4t,ateda (r,s,t) = (4¢t, 2t, t), kde t je l'ubovolné.

Navzajom rozne nenulové realne ¢isla a, b, ¢ sa daju Siestimi sp6sobmi doplnit ako koeficienty kvadratickej
rovnice
Ox?+0x+0=0.

a) Rozhodnite, ¢i existuje trojica (a, b, ¢) taka, Ze vSetky zostavené rovnice maju aspon jeden realny korer.
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b) Rozhodnite, ¢i existuje trojica (a, b, ¢) taka, Ze prave pat zo Siestich zostavenych rovnic ma asporn jeden
realny korerl.

Riesenie:

MO, Cesko, 69. ro¢nik, B-1I-1, http://www.matematickaolympiada.cz/media/6510496 /b69ii.pdf.

a) DokéZte nerovnost 4(a? + b?) > (a + b)? + ab pre vSetky dvojice kladnych realnych ¢isel a, b.

b) Najdite najmensie realne &islo k také, aby nerovnost k(a?+b?) 2 (a+b)? +ab platila pre vietky dvojice
kladnych realnych cisel a, b.

Riesenie:

MO, 70. ro¢nik, B-1I-1, https://skmo.sk/dokument.php?id=3604.

N3ajdite vSetky realne rieSenia sustavy rovnic

RiesSenie:
MO, 69. ro¢nik, A-11-1, https://skmo.sk/dokument.php?id=3386.

N1

N2

N3

D1

Zdo6vodnite, Ze patuholnik ABCDE zo sutaznej ulohy je mozné ziskat' z istého rovnobeznika ,,odstrihnutim“
jedného jeho ,rohu*

RieSenie:

Zadany konvexny patuholnik lezi ako v pase medzi rovnobezkami BC a DE, tak v pase medzi rovnobezkami
CD a AE. Preto lezi aj v prieniku tychto dvoch pasov, ktorym je rovnobeznik PCDE, pricom P je priesecnik
(réznobeznych) priamok BC a AE. KedZe zvy$né vrcholy A4, B st vnatorné body stran PE, resp. PC, od
rovnobeznika PCDE oddelime trojuholnik APB.

Pripomenme, Ze osou lubovolného (konvexného aj nekonvexného) uhla s vrcholom V nazyvame td pol-
priamku s poc¢iato¢nym bodom P, ktora dany uhol rozdeluje na dva zhodné uhly. Pripomeiite si tieZ a dokazte
»vetu o osi uhla“: Os uhla AV B, ktory md vel'kost' mensiu ako 180°, je tvorend prdve tymi jeho bodmi, ktoré maju
od oboch priamok V A, VB rovnaku vzdialenost.

Riesenie:

Sta¢i uvaZovat' len vnitorné body uhla AVB, nech X je l'ubovolny z nich. Nech a« = |€AVX|af = |<XVB]|,
potom plati a+ 8 < 180° abod X ma od priamok VA, VB vzdialenosti |V X| sin @, resp. |V X| sin . Tie sa preto
rovnaju prave vtedy, ked’ plati sin ¢ = sin 8, ¢o pre konvexné uhly nastane len v dvoch pripadoch: « = f
alebo a + f = 180°. Druhy z nich je vSak vysSie vyliiceny a prvy pripad znamena prave to, Ze X je vniitornym
bodom osi uhla AVB.

Kruznicou pripisanou (ku) strane KL v§eobecného trojuholnika KLM rozumieme td kruznicu, ktora sa doty-
ka strany KL v jej vnitornom bode a priamok KM, LM v bodoch leZiacich vo vnitri polroviny opacnej k pol-
rovine K LM. Dokazte, Ze stred takej kruznice je priese¢nikom osi vonkajsich uhlov pri vrcholoch K, L troj-
uholnika KLM a Ze nim prechadza aj os jeho vnatorného uhla pri vrchole M.

RieSenie:

Priese¢nik S spominanych dvoch osi vonkajsSich uhlov je vnitornym bodom uhla K ML leZiacim v polrovine
opacnej k polrovine KLM a ma podla N2 rovnaku vzdialenost v od vSetkych troch priamok KM, KL a LM, teda
(opat vdaka N2) lezi aj na osi uhla KML. Kruznica so stredom S a polomerom v je potom zrejme pripisana
strane KL trojuholnika KLM.

Dokazte, Ze pre patuholnik ABCDE zo sttaZznej Glohy plati [*CDE| > 60°.

Riesenie:

Nech P je priesec¢nik priamok BC a AE. Potom PCDE je rovnobeZnik s bodmi 4, B vo vntri stran PE, resp.
PC.Nech @ = |«BAD| = |«DAE|, B = |«CBD| = |«DBA|aé = |«CDE| = |XEPC]|. Z trojuholnika APB
mame (180° — 2a) + (180° — 2f) + § = 180°, z coho vyplyva rovnost @ + f = 90° + %5. Ak porovname
v trojuholniku AD E vnuatorny uhol pri vrchole A s vonkaj$Sim uhlom pri vrchole E, dostaneme a < §. Rovnako
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tak z trojuholnika BCD dostaneme § < §. S¢itanim dvoch odvodenych nerovnosti vychadza a+f < 24, takze
zrovnosti a + f = 90° + -8 vyplyva 90° + & < 26, odkial' 6 > 60°, éo sme mali dokazat.

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s najdlhSou stranou BC. Vnutri stran AB a AC leZia postupne body D a E
tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Oznaéme F taky bod, Ze ABFC je rovnobeznik. Ukaz7te, Ze |FD| = |FE]|.
Riesenie:

MO, 71. rocnik, B-I-2, https://skmo.sk/dokument.php?id=3924.

Vtrojuholniku ABC oznacme [ stred kruZnice vpisanej. Priamky BI, CI pretnud kruZnicu opisanu trojuholniku
ABC postupne vbodoch S, T, pricom S # B, T + C. Usetka ST pretina strany AB, AC v bodoch K, L. Dokazte,
Ze Stvoruholnik AKIL je kosostvorec.

RieSenie:

MO, 71. ro¢nik, A-S-2, https://skmo.sk/dokument.php?id=3918.

V ostrouhlom trojuholniku ABC st D a E vnitorné body strany BC, pritom D lezi medzi B a E, |AD| = |CD|
a |AE| = |BE|. Predpokladajme, Ze os uhla DAE ma s osou tGsecky BC jediny spolo¢ny bod, ktory ozna¢ime
F.Dokazte rovnost |¥BAC| + |«DFE| = 180°.

RieSenie:

MO, 70. ro¢nik, A-11-3, https://skmo.sk/dokument.php?id=3471.

N1

N2

N3

D1

D2

D3

Existuje nejaka trojica (a, b, ¢) kladnych celych ¢isel spihajtcich podmienky ab = c2aa + b — 2¢ = 1?
Ak ano, ako by sa dala vyuzit na rieSenie Casti a) sitaznej ulohy pre l'ubovolné prvocislo p?

RieSenie:

Ano, ale prezradzat’ ju nebudeme, nieto e$te spdsob, ako by sa dala vyuzit. Skiiste vypisat’ vietKky trojice
(a, b, ¢) Kladnych celych &isel spifiajicich rovnicu ab = c¢? pre malé hodnoty c. Vyhovuje niektora z ich aj
druhej podmienke?

DokéZte, Ze ak pre kladné celé ¢isla u, v, w plati u? = v2w, tak ¢&islo w je druhou mocninou kladného celého
Cisla.

Riesenie:

Uvazme lubovolné prvocislo p deliace &islo w. Z rovnosti u? = v?w vyplyva, Ze p je aj delitel &isla u, takze
¢islo u? ma vo svojom rozklade na prvocinitele parny pocet vyskytov p, ktory véak musi byt vacsi ako pripad-
ny parny pocet vyskytov p v rozklade ¢isla v2. Odtial uz vyplyva, Ze p ma parny pocet vyskytov aj v rozklade
¢isla w, ktoré je teda druhou mocninou kladného celého ¢isla (plati to aj v pripade w = 1).

Dokazte, zZe ak sucin dvoch nestudelitel'nych celych kladnych ¢isel u, v je rovny druhej mocnine celého ¢isla,
st obe ¢isla u, v tieZ druhymi mocninami celych ¢isel.

Riesenie:

Uvazme rozklady cisel u, v a uv na prvocinitele. V rozklade druhej mocniny rovnej ¢islu uv ma kazdé pr-
vodislo parny pocet vyskytov. Cisla u, v viak nemaju Ziadne spoloéné prvocinitele, preto aj v ich rozkladoch
ma kazdé prvocislo parny pocet vyskytov (v jednom z rozkladov u, v je to nula, v druhom rovnaky pocet
ako v rozklade uv).

Pre dané prvoéislo p najdite vsetky trojice (a, b, ¢) kladnych celych ¢isel spihajticich obe rovnosti ab = c?
aa+b—2c=p.

Riesenie:

{a,b} = {(n + Dp,np}ac =n(n+ 1)p, kde n je lubovolné prirodzené islo.

Oznaéme d najvacsi spolocny delitel’ ¢isel a, b. KedZe ab ma byt druhou mocninou celého ¢isla, podla N2
aN3 plati a = u?d, b = v2d pre vhodné celé kladné u, v, takZe ¢ = uvd. Dosadenim do a + b — 2¢ = p po
jednoduchej tiprave dostavame d(u — v)? = p. KedZe p je prvocislo, musi platit u — v € {—1,1}ad = p.
Vpripadeu—v = 1mamea = (v+1)?p,b = v?pac = v(v+1)p,vpripadeu —v = —1 podobne a = u?p,
b=+ 1?*pac=u(u+1p.

Pravouhly trojuholnik ma celo¢iselné dizky stran a obvod 11990. Navyse vieme, Ze jedna jeho odvesna ma
prvociselnd dlzku. Urcte ju.

RieSenie:

MO, 71. rocnik, B-1-1, https://skmo.sk/dokument.php?id=3924.

Néjdite v3etky dvojice prvocisel p, g, pre ktoré plati p + g% = q + 145p2.
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RieSenie:

MO, 55. ro¢nik, C-11-4, https://skmo.sk/dokument.php?id=241.

Ur¢te vetky dvojice prvodisel p, g, pre ktoré plati p + g% = q + p3.

RieSenie:

MO, 55. ro¢nik, B-1I-1, https://skmo.sk/dokument.php?id=238.

Kladné celé ¢&isla a, b spiiiaji rovnost’ b? = a? + ab + b. Dokézte, Ze b je druhou mocninou kladného celého
¢isla.

Riesenie:

MO, 69. rocnik, A-111-4, https://skmo.sk/dokument.php?id=3448.

N1

N2

N3

N4

Na kruZnici so stredom O st dané body B a C také, Ze [<*BOC| = 120°. Zvol'me bod A na dlh§om obltku BC
anech § = |[XAO0B].

a) Zistite vel'kost uhla BAC, ked’ § = 140°.

b) Zistite, ako mame volit uhol §, aby bol uhol BAC o najvacsi.

¢) Na krat$om obliiku BC zvolime bod D. Zistite, ako mame volit polohy bodov 4, D, aby |*BAC| + [<BDC]|
bolo ¢o najvacsie.

Riesenie:

V rovnoramennych trojuholnikoch BOC, COA a AOB vypocitajte vel'kosti uhlov alebo ich vyjadrite v zavis-

losti na uhle §. V Casti a) vyjde |*BAC| = 60°, rovnako ako v Casti b), a to nezavisle na vol'be §. V Casti c)
vyjde 180° nezavisle od polohy bodu A alebo D.

Poznamka:

Vysledok Casti c) ma zname zovSeobecnenie: Konvexny Stvoruholnik je tetivovy prave vtedy, ked’ sucet vel-
kosti jeho protilahlych vnutornych uhlov je 180°.

Majme dany konvexny Stvoruholnik PQRS. Dokazte, Ze jeho vrcholy leZia na jednej kruznici prave vtedy, ked’
|%PRQ| = |xPSQ|.

Riesenie:

Nauvod konstatujme, Ze vdaka konvexnosti PQRS lezia vrcholy R, S posudzovanych uhlov PRQ, PSQ vo vnut-
ri tej istej polroviny s hrani¢nou priamkou PQ. Predpokladajme najprv, Ze Stvoruholnik PQRS ma vSetky
$tyri vrcholy na jednej kruznici. Rovnost |€PRQ| = [«PSQ| je potom rovnostou dvoch obvodovych uhlov
tejto kruznice, ktoré prislichaji tomu istému obliku PQ.

Predpokladajme naopak, Ze uhly PRQ a PSQ st zhodné, a ozna¢me ¢ ich spolo¢nu vel'kost. Dokazeme, Ze
kruZnice opisané trojuholnikom PRQ a PSQ maju rovnaky stred, a tym padom aj rovnaky polomer. V pri-
pade ¢ = 90° je to dosledok Talesovej vety. Posidme teraz pripad ¢ < 90°. Stredy kruznic opisanych
trojuholnikom PRQ a PSQ potom lezia vo vnutri polroviny PQR c¢ize PQS a kazdy z nich tvori s bodmi P
a Q rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou PQ, ktory ma podla vety o obvodovom a stredovom uhle pri
hlavnom vrchole uhol 2¢. Preto tieto dva stredy splyvajui. V pripade ¢ > 90° potom stredy oboch opisanych
kruznic lezia v polrovine opacnej k polrovine PQR = PQS a zodpovedajlice rovnoramenné trojuholniky
vtedy maju pri hlavnom vrchole uhol 360° — 2¢.

Poznamka:

Dokazané tvrdenie je okamzitym dosledkom tzv. vety o ekvigondle tisecky: MnoZina vSetkych bodov, z ktorych
danu dsecku PQ vidno pod danym uhlom «, pricom 0° < a < 180°, je tvorend vnutornymi bodmi dvoch
kruzZnicovych oblikov s krajnymi bodmi P a Q, ktoré si simerne zdruzZené podla priamky PQ.

V trojuholniku ABC ozna¢me I stred kruznice vpisanej a a velkost vnitorného uhla pri vrchole A. Vyjadrite
vel'kost uhla BIC pomocou a.

RieSenie:
Oznacme postupne 3, y vel'kosti vnutornych uhlov pri vrcholoch B a C. KedZe bod I lezi na osiach oboch
tychto uhlov, zo stictu vnutornych uhlov v trojuholniku B/C dostdvame

14BIC| = 180° — ~f — ~y = 90° + ~
= 2P = 2%

V pravouhlom trojuholniku ABC oznacime M stred prepony AC a a vel’kost vnitorného uhla pri vrchole A.
Vyjadrite pomocou a vel'kosti v§etkych vnutornych uhlov v trojuholnikoch ABM a BCM.
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RieSenie:

Su to trojice (a, &, 180° — 2a) a (90° — @, 90° — a, 2a). Vyuzite to, Ze vdaka Talesovej vete st oba trojuholniky
ABM a BCM rovnoramenné s hlavnym vrcholom M.

Dany je pravouhly trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C. Nech D je l'ubovolny vnutorny bod odvesny
AC a p kolmica z bodu D na preponu AB. Ozna¢me E bod priamky p rézny od D a taky, Ze body 4, B, D, E
leZia na kruznici. Ozna¢me este F priese¢nik priamok p a BC. Dokazte, ze |AE| = |AF|.

Riesenie:

MO, 70. ro¢nik, B-1I-3, https://skmo.sk/dokument.php?id=3604.

Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik taky, Ze AD L BD.Ozna¢me M priesec¢nik jeho uhlopriecok a zostroj-
me kolmy priemet P bodu M na priamku AB a kolmy priemet Q bodu B na priamku AC. Dokazte, Ze bod M
je stredom kruZnice vpisanej trojuholniku PQD.

RieSenie:

MO, 68. ro¢nik, B-I-5, https://skmo.sk/dokument.php?id=3042.

Dokazte, Ze stredy kruZnic zvonka pripisanych jednotlivym strandm l'ubovolného konvexného Stvoruholnika
lezia na jednej kruZnici.

(KruZnicou pripisanou napriklad strane AB konvexného $tvoruholnika ABCD rozumieme kruZnicu, ktora
sa dotyka strany AB a polpriamok opa¢nych k polpriamkam AD a BC.)

Riesenie:

MO, 69. ro¢nik, B-S-2, https://skmo.sk/dokument.php?id=3391.

Dana je kruznica k a jej priemer AB. Vnutri usecky AB zvolime I'ubovolny bod C a potom na kruZznici k vy-
berieme bod D tak, aby platilo |[BC| = |BD|. Os uhla ABD pretina kruznicu k v bode E r6znom od bodu B.
Dokazte, Ze trojuholniky AEC a CBD st podobné.

RieSenie:

MO, 68. rocnik, B-S-3, https://skmo.sk/dokument.php?id=3046.

Oznaéme I stred kruznice vpisanej pravouhlému trojuholniku ABC s pravym uhlom pri vrchole A. Dalej
oznatme M a N stredy Useliek AB a BI. DokaZte, Ze priamka C/ je doty¢nicou kruZnice opisanej trojuholniku
BMN.

Riesenie:

MO, 70. ro¢nik, A-111-2, https://skmo.sk/dokument.php?id=3576.




