MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RieSenia uloh Skolského kola kategorie A

1 V obore nezdpornych realnych ¢isel rieSte stistavu rovnic

[3x + 5y + 7z] = 7z,
[3y + 5z + 7x| = 7x,
[3z + 5x + 7y| = 7y.

(Tomas Barta)
RieSenie:
Prva rovnica zadanej sustavy je splnena prave vtedy, ked’ st splnené nasledujtice dve podmienky:
o (Cislo 7z je celé.
e Plati 7z < 3x + 5y + 7z < 7z + 1, ¢ize 3x + 5y € [0, 1).
Podobne druhi a tretia rovnica su splnené prave vtedy, ked' ¢isla 7x a 7y st celé a plati 3y + 52,3z + 5x € [0, 1).

Uvazujme teraz l'ubovolnt trojicu podla zadania nezapornych ¢isel (x, y, z), ktora je rieSenim tlohy. Z nerovnosti
z > 0a3z+5x < 1vyplyva5x < 1, odkial 7x < g < 2.To znamena, Ze nezdporné celé ¢islo 7x sarovna jednému
z Cisel 0 alebo 1, t.j. platix € {0, %} Podobne aj y,z € {0, %}
V tejto chvili mame uZ len 23 ¢iZe 8 trojic (x, y, z), ktoré st adeptmi na riesenie tlohy, takZe by sme ich mohli
jednotlivo testovat. Tomu sa vyhneme, ked' si vSimneme, Ze ak by niektoré dve z ¢isel x, y, z boli rovné %, jeden
z vyrazov 3x + 5y, 3y + 5z, 3z 4+ 5x by mal hodnotu g, ktora je vacsia ako 1, a to je spor. Vieme teda, Ze najviac
jedno z Cisel x, y, z je rovné % a ostatné st rovné 0. Potom vSak kazdy z troch (nezdpornych) vyrazov 3x + 5y,

. , .y 5 . . . Coe oy . .
3y + 5z, 3z + 5x je rovny nanajvys > takZe podmienky, ktoré sme uviedli v ivode rieSenia ako ekvivalencie
zadanych rovnic, su splnené, a teda vSetky také trojice su rieSeniami.

Uloha ma prave 4 rieSenia, a to (0, 0, 0), (% 0, 0), (O, % 0), (0, 0, %)
Pokyny:
Za Gplné riesenie dajte 6 bodov. V netplnych riesSeniach ocerite ¢iastocné kroky nasledovne:

A0. Cisla 7x, 7y, 7z su celé: 0 bodov.

Al. Spravna odpoved' (aj bez dékazu a skasky): 1 bod.

B1l. 3x + 5y,3y 4+ 52,3z + 5x < 1: 1 bod za jednu alebo dve nerovnosti, 2 body za vSetky tri nerovnosti.
B2. 5x,5y,5z < 1 (alebo vo forme x,y,z < %): 1 bod len za vSetky tri nerovnosti.

C1. Prevedenie tlohy na otestovanie urcitého poctu opisanych trojic (x, y, z): 4 body v pripade jednociferného
poctuy, 3 body v pripade dvojciferného poctu.

C2. Uplné otestovanie v$etkych trojic z C1: 1 bod v pripade jednociferného poétu, 2 body v pripade dvojcifer-
ného poctu.

Celkovo potom udelte sticet bodov za Al o vacsieho zo stuctov bodov za B1 a B2 a bodov za C1 a C2.

2 V konvexnom pituholniku ABCDE plati |*CBA| = |¥BAE| = |XAED|. Na stranach AB a AE existuju postupne
body P a Q tak, Zze |AP| = |BC| = |QE| a|AQ| = |BP| = |DE|. Dokazte, Zze CD || PQ.
(Patrik Bak)
Riesenie 1:
KedZe podla zadania |BC| = |AP| = |EQ|, |BP| = |AQ| = |ED| a|«CBP| = |«PAQ| = |XQED|, st podla vety
sus trojuholniky PBC, QAP a DE(Q navzajom zhodné.



c D
Z toho vyplyva |CP| = |PQ| = |QD] a tiez
|«CPQ| = 180° — |*BPC| — |2APQ| = 180° — |«PQA| — |XEQD| = |<PQD].
To znameng, Ze podla vety sus st zhodné aj rovnoramenné trojuholniky CPQ a DQP.Z toho vyplyva aj zhodnost
ich vySok z vrcholov C a D na spolo¢nu protilahli stranu PQ, a teda CD |l PQ.

Poznamka:

Poznatok, Ze trojuholniky CPQ a DQP st rovnoramenné a zhodné, je mozné ziskat' aj ivahou, Ze ide o dve
(vobrazku nevyfarbené) zodpovedajtice si casti zhodnych Stvoruholnikov QABC a DE AP. Zhodnost tychto Stvor-
uholnikov je désledkom toho, Ze podla vety sus platia zhodnosti AQAB = ADEA a AABC = AEAP.

V nasledujicom rieSeni upresnime, Ze zhodné zobrazenie Stvoruholnika Q ABC na $tvoruholnik DEAP je urcité
otocCenie. Vdaka tomu toto rieSenie ukonc¢ime inak (bez pouzitia vySok zhodnych trojuholnikov).

RieSenie 2:
Oznac¢me S stred kruznice, ktora prechadza vrcholmi B, 4, E. V d6sledku zadania bodov P a Q plati |[BA| = |AE]|.
Preto v otoceni so stredom S o orientovany uhol BSA platiB - A — E,atedaajP = Q

A
]

Dalsim désledkom vztahov B —» A — E je zhodnost $tyroch uhlov SBA, SAB, SAE a SEA. Odtial’ vyplyva, Ze
osami zhodnych uhlov CBA, BAE a AED st postupne polpriamky BS, AS a ES. V naSom otoceni je tak obrazom
orientovaného uhla CBS orientovany uhol BAS, teda vzhladom na |BC| = |AP| plati C — P. To isté plati o orien-
tovanych uhloch SAE a SED, rovnost |AQ| = |ED| potom vedie ku Q — D. Dokopy mame C - P - Q — D,
odkial vyplyva, Ze tisecky CD a PQ maju spolo¢nu os - os useCky CD totiz rozpoluje uhol CSD, a teda rozpoluje
aj uhol PSQ, a preto je aj osou usecky PQ. Vdaka spolocnej osi tak st tisecky CD a PQ rovnobezné.
Pokyny:
Za Uplné rieSenie dajte 6 bodov. V netplnych rieSeniach ocetite ¢iasto¢né vysledky nasledovne:

A. Hypotéza o zhodnosti trojuholnikov CPQ a DQP (bez dokazu): 0 bodow.

B1. Zhodnost troch trojuholnikov DEQ, QAP a PBC alebo zhodnost' stvoruholnikov CBAQ a PAED: 2 body.

B2. Zhodnost trojuholnikov CPQ a DQP: 2 body, z toho 1 bod za rovnosti |[DQ| = |QP| = |PC| a 1 bod
zarovnost |ZDQP| = |xQPC]|.

C1. Existencia otocenia, v ktorom plati B - A —» E a P = Q: 2 body.

C2. Vztahy C - P aQ — D: 3 body (2 body za iba jeden vztah).

Celkovo potom dajte vacsi zo suctov bodov za B1 a B2 a bodov za C1 a C2.




3 Dokazte, zZe ak vyberieme lubovolné styri delitele ¢isla 720, tak jeden z nich je delitelom stcinu zvySnych troch.
(Jaromir Simsa)

RieSenie 1:
Vzhladom na rozklad 720 = 2% - 32 . 51 m4 &islo 720 prave tri prvocinitele 2, 3 a 5, takZe kazdy jeho delitel
ma tvar 2% - 3% - 5¢, kde a, b, ¢ st nezaporné celé ¢isla spifiajice nerovnostia < 4,b < 2ac < 1 (ktoré dalej
potrebovat’ nebudeme). Potom aj stié¢in l'ubovolnych troch delitelov ¢isla 720 ma tvar 2¢ - 3¢ - 5/ s nezapornymi
celymi ¢islami d, e a f. Cislo 2% - 37 - 5¢ je delitelom ¢isla 2¢ - 3¢ - 5/ prave vtedy, ked a < d,b < e,c < f.
Tvrdenie ulohy dokdZeme sporom. Pripustme, Ze niektoré Styri delitele ¢isla 720 maja ta vlastnost, Ze ziad-
ny z nich nedeli stcin troch ostatnych delitelov. Potom kazdy z nich vo svojom rozklade musi mat niektoré
z prvocisel 2, 3, 5 vo vy$Sej mocnine, neZ ju ma vo svojom rozklade sdcin ostatnych troch delitelov, a teda aj
ktorykolvek z nich. Delitele vSak st Styri a zastipené prvocisla len tri, a to je zrejmy spor.
RieSenie 2:
Zvol'me teda 'ubovolné Styri delitele ¢isla 720. Najprv z nich vyberieme tri, ktoré obsahuju prvocislo 2 v moc-
ninach, ktoré neprevysujud tito mocninu pri Stvrtom deliteli (ak je moZnosti takého vyberu viac, zvolime jednu
znich). Z tychto troch delitelov potom vyberieme dva, ktoré obsahuji prvocislo 3 v mocninach, ktoré neprevysu-
ju tito mocninu pri tretom deliteli. Z tychto dvoch delitelov nakoniec vyberieme ten, ktory obsahuje prvocislo 5
v mocnine neprevysujucej tito mocninu pri druhom deliteli. V poslednom vybranom delitelovi je potom kazdé
p z {2,3,5} zastupené v mocnine, ktorad neprevysSuje aspon jednu z mocnin p zastipenych v ostatnych troch
deliteloch. To zarucuje, Ze posledny vybrany delitel ma vlastnost pozadovanu zadanim ulohy.
Poznamka:
OpiSme jednu z moznych obmien podaného vykladu. Z l'ubovolne zvolenych styroch delitelov najprv preskrt-
neme ten, ktory obsahuje prvocislo 2 v najvyssej mocnine (ak je adeptov na preskrtnutie viac, preskrtneme len
jeden - ktorykolvek z nich). (Tri nepreskrtnuté delitele st vlastne trojicou z prvého vyberu povodného postupu.)
Preskrtnuty delitel m6Zeme ponechat’ v hre“ a zopakovat procedtru skrtania jedného delitela eSte dvakrat: raz
pre prvocislo 3 a druhykrat pre prvocislo 5. Niektoré zo Styroch delitelov tak mézu byt preskrtnuté aj viackrat.
kedZe sme vSak Skrtali iba trikrat, aspon jeden delitel' zostane nepreskrtnuty, ma teda zrejme pozadovanu vlast-
nost.
Pokyny:
Za uplné rieSenie dajte 6 bodov. V nedplnych rieSeniach ocetite ¢iastocné zavery nasledovne:

A1l. Delitele ¢isla 720 st v tvare 2¢ - 3P - 5¢ (stadi vymenovat’ prvoéisla 2, 3, 5): 1 bod, pripadne 2 body, len ked’
st uvedené vSetky poznatky z tivodného odseku prvého rieSenia a pritom za A2 nie je udeleny Ziadny bod.

A2. Uvahy o porovnani poétov vyskytov jednotlivych prvoéisel 2, 3, 5 pre dané $tyri delitele: 0 aZ 4 body podla
stupiia pribliZenia k tvrdeniu tlohy.

Celkovo potom dajte sucet bodov za Al a A2.
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