
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA 2022/2023
Riešenia úloh školského kola kategórie A

1 V obore nezáporných reálnych čı́sel riešte sústavu rovnı́c

⌊3𝑥 + 5𝑦 + 7𝑧⌋ = 7𝑧,
⌊3𝑦 + 5𝑧 + 7𝑥⌋ = 7𝑥,
⌊3𝑧 + 5𝑥 + 7𝑦⌋ = 7𝑦.

(Tomáš Bárta)
Riešenie:
Prvá rovnica zadanej sústavy je splnená práve vtedy, keď sú splnené nasledujúce dve podmienky:
• Cƽ ı́slo 7𝑧 je celé.
• Platı́ 7𝑧 ≤ 3𝑥 + 5𝑦 + 7𝑧 < 7𝑧 + 1, čiže 3𝑥 + 5𝑦 ∈ [0, 1).

Podobne druhá a tretia rovnica sú splnené práve vtedy, keď čı́sla 7𝑥 a 7𝑦 sú celé a platı́ 3𝑦+5𝑧, 3𝑧+5𝑥 ∈ [0, 1).
Uvažujme teraz ľubovoľnú trojicu podľa zadania nezáporných čı́sel (𝑥, 𝑦, 𝑧), ktorá je riešenı́m úlohy. Z nerovnostı́
𝑧 ≥ 0 a3𝑧+5𝑥 < 1 vyplýva5𝑥 < 1, odkiaľ7𝑥 < 7

5 < 2. To znamená, ženezáporné celé čı́slo7𝑥 sa rovná jednému
z čı́sel 0 alebo 1, t. j. platı́ 𝑥 ∈ ቄ0, 17ቅ. Podobne aj 𝑦, 𝑧 ∈ ቄ0, 17ቅ.
V tejto chvı́li máme už len 23 čiže 8 trojı́c (𝑥, 𝑦, 𝑧), ktoré sú adeptmi na riešenie úlohy, takže by sme ich mohli
jednotlivo testovať. Tomu sa vyhneme, keď si všimneme, že ak by niektoré dve z čı́sel 𝑥, 𝑦, 𝑧 boli rovné 1

7 , jeden
z výrazov 3𝑥 + 5𝑦, 3𝑦 + 5𝑧, 3𝑧 + 5𝑥 by mal hodnotu 8

7 , ktorá je väčšia ako 1, a to je spor. Vieme teda, že najviac
jedno z čı́sel 𝑥, 𝑦, 𝑧 je rovné 1

7 a ostatné sú rovné 0. Potom však každý z troch (nezáporných) výrazov 3𝑥 + 5𝑦,
3𝑦 + 5𝑧, 3𝑧 + 5𝑥 je rovný nanajvýš 5

7 , takže podmienky, ktoré sme uviedli v úvode riešenia ako ekvivalencie
zadaných rovnı́c, sú splnené, a teda všetky také trojice sú riešeniami.
UƵ loha má práve 4 riešenia, a to (0, 0, 0), ቀ17 , 0, 0ቁ, ቀ0,

1
7 , 0ቁ, ቀ0, 0,

1
7ቁ.

Pokyny:
Za úplné riešenie dajte 6 bodov. V neúplných riešeniach oceňte čiastočné kroky nasledovne:
A0. Cƽ ı́sla 7𝑥, 7𝑦, 7𝑧 sú celé: 0 bodov.
A1. Správna odpoveď (aj bez dôkazu a skúšky): 1 bod.
B1. 3𝑥 + 5𝑦, 3𝑦 + 5𝑧, 3𝑧 + 5𝑥 < 1: 1 bod za jednu alebo dve nerovnosti, 2 body za všetky tri nerovnosti.
B2. 5𝑥, 5𝑦, 5𝑧 < 1 (alebo vo forme 𝑥, 𝑦, 𝑧 < 1

5 ): 1 bod len za všetky tri nerovnosti.
C1. Prevedenie úlohy na otestovanie určitého počtu opı́saných trojı́c (𝑥, 𝑦, 𝑧): 4 body v prı́pade jednociferného

počtu, 3 body v prı́pade dvojciferného počtu.
C2. UƵ plné otestovanie všetkých trojı́c z C1: 1 bod v prı́pade jednociferného počtu, 2 body v prı́pade dvojcifer‑

ného počtu.
Celkovo potom udeľte súčet bodov za A1 o väčšieho zo súčtov bodov za B1 a B2 a bodov za C1 a C2.

2 V konvexnom päťuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 platı́ |∢𝐶𝐵𝐴| = |∢𝐵𝐴𝐸| = |∢𝐴𝐸𝐷|. Na stranách 𝐴𝐵 a 𝐴𝐸 existujú postupne
body 𝑃 a 𝑄 tak, že |𝐴𝑃| = |𝐵𝐶| = |𝑄𝐸| a |𝐴𝑄| = |𝐵𝑃| = |𝐷𝐸|. Dokážte, že 𝐶𝐷 ∥ 𝑃𝑄.

(Patrik Bak)
Riešenie 1:
Keďže podľa zadania |𝐵𝐶| = |𝐴𝑃| = |𝐸𝑄|, |𝐵𝑃| = |𝐴𝑄| = |𝐸𝐷| a |∢𝐶𝐵𝑃| = |∢𝑃𝐴𝑄| = |∢𝑄𝐸𝐷|, sú podľa vety
sus trojuholnı́ky 𝑃𝐵𝐶, 𝑄𝐴𝑃 a 𝐷𝐸𝑄 navzájom zhodné.



𝐴

𝐵

𝐶 𝐷

𝐸

𝑄𝑃

Z toho vyplýva |𝐶𝑃| = |𝑃𝑄| = |𝑄𝐷| a tiež
|∢𝐶𝑃𝑄| = 180∘ − |∢𝐵𝑃𝐶| − |∢𝐴𝑃𝑄| = 180∘ − |∢𝑃𝑄𝐴| − |∢𝐸𝑄𝐷| = |∢𝑃𝑄𝐷| .

To znamená, že podľa vety sus sú zhodné aj rovnoramenné trojuholnı́ky 𝐶𝑃𝑄 a𝐷𝑄𝑃. Z toho vyplýva aj zhodnosť
ich výšok z vrcholov 𝐶 a 𝐷 na spoločnú protiľahlú stranu 𝑃𝑄, a teda 𝐶𝐷 ∥ 𝑃𝑄.
Poznámka:
Poznatok, že trojuholnı́ky 𝐶𝑃𝑄 a 𝐷𝑄𝑃 sú rovnoramenné a zhodné, je možné zı́skať aj úvahou, že ide o dve
(vobrázkunevyfarbené) zodpovedajúce si časti zhodných štvoruholnı́kov𝑄𝐴𝐵𝐶 a𝐷𝐸𝐴𝑃. Zhodnosť týchto štvor‑
uholnı́kov je dôsledkom toho, že podľa vety sus platia zhodnosti△𝑄𝐴𝐵 ≅ △𝐷𝐸𝐴 a△𝐴𝐵𝐶 ≅ △𝐸𝐴𝑃.
V nasledujúcom riešenı́ upresnı́me, že zhodné zobrazenie štvoruholnı́ka 𝑄𝐴𝐵𝐶 na štvoruholnı́k 𝐷𝐸𝐴𝑃 je určité
otočenie. Vďaka tomu toto riešenie ukončı́me inak (bez použitia výšok zhodných trojuholnı́kov).
Riešenie 2:
Označme 𝑆 stred kružnice, ktorá prechádza vrcholmi𝐵, 𝐴, 𝐸. V dôsledku zadania bodov 𝑃 a𝑄 platı́ |𝐵𝐴| = |𝐴𝐸|.
Preto v otočenı́ so stredom 𝑆 o orientovaný uhol 𝐵𝑆𝐴 platı́ 𝐵 → 𝐴 → 𝐸, a teda aj 𝑃 → 𝑄
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Dƽ alšı́m dôsledkom vzťahov 𝐵 → 𝐴 → 𝐸 je zhodnosť štyroch uhlov 𝑆𝐵𝐴, 𝑆𝐴𝐵, 𝑆𝐴𝐸 a 𝑆𝐸𝐴. Odtiaľ vyplýva, že
osami zhodných uhlov 𝐶𝐵𝐴, 𝐵𝐴𝐸 a 𝐴𝐸𝐷 sú postupne polpriamky 𝐵𝑆, 𝐴𝑆 a 𝐸𝑆. V našom otočenı́ je tak obrazom
orientovaného uhla 𝐶𝐵𝑆 orientovaný uhol𝐵𝐴𝑆, teda vzhľadom na |𝐵𝐶| = |𝐴𝑃| platı́ 𝐶 → 𝑃. To isté platı́ o orien‑
tovaných uhloch 𝑆𝐴𝐸 a 𝑆𝐸𝐷, rovnosť |𝐴𝑄| = |𝐸𝐷| potom vedie ku 𝑄 → 𝐷. Dokopy máme 𝐶 → 𝑃 → 𝑄 → 𝐷,
odkiaľ vyplýva, že úsečky 𝐶𝐷 a 𝑃𝑄majú spoločnú os – os úsečky 𝐶𝐷 totiž rozpoľuje uhol 𝐶𝑆𝐷, a teda rozpoľuje
aj uhol 𝑃𝑆𝑄, a preto je aj osou úsečky 𝑃𝑄. Vďaka spoločnej osi tak sú úsečky 𝐶𝐷 a 𝑃𝑄 rovnobežné.
Pokyny:
Za úplné riešenie dajte 6 bodov. V neúplných riešeniach oceňte čiastočné výsledky nasledovne:
A. Hypotéza o zhodnosti trojuholnı́kov 𝐶𝑃𝑄 a 𝐷𝑄𝑃 (bez dôkazu): 0 bodov.

B1. Zhodnosť troch trojuholnı́kov 𝐷𝐸𝑄, 𝑄𝐴𝑃 a 𝑃𝐵𝐶 alebo zhodnosť štvoruholnı́kov 𝐶𝐵𝐴𝑄 a 𝑃𝐴𝐸𝐷: 2 body.
B2. Zhodnosť trojuholnı́kov 𝐶𝑃𝑄 a 𝐷𝑄𝑃: 2 body, z toho 1 bod za rovnosti |𝐷𝑄| = |𝑄𝑃| = |𝑃𝐶| a 1 bod

za rovnosť |∢𝐷𝑄𝑃| = |∢𝑄𝑃𝐶|.
C1. Existencia otočenia, v ktorom platı́ 𝐵 → 𝐴 → 𝐸 a 𝑃 → 𝑄: 2 body.
C2. Vzťahy 𝐶 → 𝑃 a 𝑄 → 𝐷: 3 body (2 body za iba jeden vzťah).
Celkovo potom dajte väčšı́ zo súčtov bodov za B1 a B2 a bodov za C1 a C2.



3 Dokážte, že ak vyberieme ľubovoľné štyri delitele čı́sla 720, tak jeden z nich je deliteľom súčinu zvyšných troch.
(Jaromı́r Sƽ imša)

Riešenie 1:
Vzhľadom na rozklad 720 = 24 ⋅ 32 ⋅ 51 má čı́slo 720 práve tri prvočinitele 2, 3 a 5, takže každý jeho deliteľ
má tvar 2𝑎 ⋅ 3𝑏 ⋅ 5𝑐 , kde 𝑎, 𝑏, 𝑐 sú nezáporné celé čı́sla splƵňajúce nerovnosti 𝑎 ≤ 4, 𝑏 ≤ 2 a 𝑐 ≤ 1 (ktoré ďalej
potrebovať nebudeme). Potom aj súčin ľubovoľných troch deliteľov čı́sla 720má tvar 2𝑑 ⋅ 3𝑒 ⋅ 5𝑓 s nezápornými
celými čı́slami 𝑑, 𝑒 a 𝑓. Cƽ ı́slo 2𝑎 ⋅ 3𝑏 ⋅ 5𝑐 je deliteľom čı́sla 2𝑑 ⋅ 3𝑒 ⋅ 5𝑓 práve vtedy, keď 𝑎 ≤ 𝑑, 𝑏 ≤ 𝑒, 𝑐 ≤ 𝑓.
Tvrdenie úlohy dokážeme sporom. Pripusťme, že niektoré štyri delitele čı́sla 720 majú tú vlastnosť, že žiad‑
ny z nich nedelı́ súčin troch ostatných deliteľov. Potom každý z nich vo svojom rozklade musı́ mať niektoré
z prvočı́sel 2, 3, 5 vo vyššej mocnine, než ju má vo svojom rozklade súčin ostatných troch deliteľov, a teda aj
ktorýkoľvek z nich. Delitele však sú štyri a zastúpené prvočı́sla len tri, a to je zrejmý spor.
Riešenie 2:
Zvoľme teda ľubovoľné štyri delitele čı́sla 720. Najprv z nich vyberieme tri, ktoré obsahujú prvočı́slo 2 v moc‑
ninách, ktoré neprevyšujú túto mocninu pri štvrtom deliteli (ak je možnostı́ takého výberu viac, zvolı́me jednu
z nich). Z týchto troch deliteľov potomvyberiemedva, ktoré obsahujú prvočı́slo3 vmocninách, ktoré neprevyšu‑
jú túto mocninu pri treťom deliteli. Z týchto dvoch deliteľov nakoniec vyberieme ten, ktorý obsahuje prvočı́slo 5
v mocnine neprevyšujúcej túto mocninu pri druhom deliteli. V poslednom vybranom deliteľovi je potom každé
𝑝 z {2, 3, 5} zastúpené v mocnine, ktorá neprevyšuje aspoň jednu z mocnı́n 𝑝 zastúpených v ostatných troch
deliteľoch. To zaručuje, že posledný vybraný deliteľ má vlastnosť požadovanú zadanı́m úlohy.
Poznámka:
Opı́šme jednu z možných obmien podaného výkladu. Z ľubovoľne zvolených štyroch deliteľov najprv preškrt‑
neme ten, ktorý obsahuje prvočı́slo 2 v najvyššej mocnine (ak je adeptov na preškrtnutie viac, preškrtneme len
jeden – ktorýkoľvek z nich). (Tri nepreškrtnuté delitele sú vlastne trojicou z prvého výberupôvodnéhopostupu.)
Preškrtnutý deliteľmôžeme ponechať „v hre“ a zopakovať procedúru škrtania jedného deliteľa ešte dvakrát: raz
pre prvočı́slo 3 a druhýkrát pre prvočı́slo 5. Niektoré zo štyroch deliteľov tak môžu byť preškrtnuté aj viackrát.
keďže sme však škrtali iba trikrát, aspoň jeden deliteľ zostane nepreškrtnutý, má teda zrejme požadovanú vlast‑
nosť.
Pokyny:
Za úplné riešenie dajte 6 bodov. V neúplných riešeniach oceňte čiastočné závery nasledovne:
A1. Delitele čı́sla 720 sú v tvare 2𝑎 ⋅ 3𝑏 ⋅ 5𝑐 (stačı́ vymenovať prvočı́sla 2, 3, 5): 1 bod, prı́padne 2 body, len keď

sú uvedené všetky poznatky z úvodného odseku prvého riešenia a pritom za A2 nie je udelený žiadny bod.
A2. UƵ vahy o porovnanı́ počtov výskytov jednotlivých prvočı́sel 2, 3, 5 pre dané štyri delitele: 0 až 4 body podľa

stupňa priblı́ženia k tvrdeniu úlohy.
Celkovo potom dajte súčet bodov za A1 a A2.
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