MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RieSenia uloh domaceho kola kategodrie A

1 V obore redlnych cisel rieSte stistavu rovnic

2x + |y] = 2022,
3y + |2x] = 2023.
(la] oznacuje (dolnt) celu ¢ast redlneho ¢isla a, t. j. najvacsie celé ¢islo, ktoré nie je vacsie ako a. Napr. [1,9] = 1
al-11] = —2)
(Jaroslav Svréek)
RieSenie 1:
KedZe |y] a 2022 st celé ¢isla, z rovnice 2x + |y] = 2022 vyplyva, Ze ¢islo 2x je tiez celé, teda plati [2x] = 2x.
Tym padom zo zadanej sustavy eliminujeme neznamu x, ked’ odpocitame prva rovnicu od druhej. Dostaneme

3y—lyl=1.
Vdaka tomu je 3y celé ¢islo, takZe ma (podla svojho zvysku po deleni tromi) jedno z vyjadreni 3k, 3k + 1 alebo
3k + 2, kde k je celé cislo. Odtial’ (po vydeleni tromi) vychadza, Ze pre Cislo y platibud' y = k, aleboy = k + %,

2 . . Lo . .
aleboy =k + 3 pricom k = |y|. Tieto tri moZnosti teraz rozoberieme:

e Vpripade y = k dostdvame rovnicu 3k — k = 1, z ktorej k = =, ¢o je spor.

N =

. P6vodn4 sustava

e Vpripadey =k + % dostavame rovnicu (3k + 1) —k = 1 z ktorej k = 0, a potom y =
rovnic je potom zrejme splnena prave vtedy, ked' 2x = 2022, Cize ked x = 1011.

e Vpripadey =k + § dostavame rovnicu (3k + 2) —k = 1 z ktorej k = —%, o je spor.

Jedinym rieSenim zadanej ststavy rovnic je teda (1011, %).
Poznamka:
Odvodend rovnicu 3y — |y] = 1 moZno riesit aj tak, Ze y zapiSeme v tvare k + r, kde k = |y] a ¢islo r, kde

0 < r < 1, je tzv. zlomkovd Cast’ ¢isla y. Dosadenim dostaneme rovnicu 3(k + r) — k = 1, ¢ize 2k = 1 — 3r.
KedZe 2k je celé Cislo delitelné dvoma a —2 < 1 — 3r < 1, rovnost tychto c¢isel nastane v jedinom pripade, ked’

2k=1—-3r=0,¢izekedk=0ar = é,t.j.y= §
RiesSenie 2:
Podla definicie je |a] celé ¢islo, pricom |a] < a a zdroveri |la] + 1 > a,t.j.a — 1 < |a] < a. Podla toho z prvej
rovnice danej sustavy dostavame
2022 < 2x +y < 2023,

podobne z druhej rovnice vychadza
2023 < 3y + 2x < 2024.

Ziskané nerovnosti méZeme skombinovat dvoma spdsobmi. Spojenim druhej ¢asti prvej s prvou ¢astou druhej
dostaneme 2x + y < 2023 < 3y + 2x, odkial z porovnania krajnych vyrazov vyplyvay > 0. Ak upravime prvu
Cast prvejna 2024 < 2x 4y + 2, tak v spojeni s druhou ¢astou druhej dostaneme 3y + 2x < 2024 < 2x+y + 2,
takze tentoraz z porovnania krajnych vyrazov vyplyvay < 1.

Dokopy nam vyslo 0 < y < 1, takze plati |[y] = 0. Vdaka tomu sa prva rovnica zo zadania redukuje na tvar
2x = 2022, z ktorého x = 1011. Dosadenim do druhej zadanej rovnice dostaneme rovnicu 3y + 2022 = 2023,
z ktorejy = %, ¢o skutoéne spiiia podmienku |y| = 0 pouZitii v prvej rovnici. Dvojica (1011, %) je preto jedinym
rieSenim zadanej sustavy rovnic.

Poznamka:

Odvodenie rovnosti |y] = 0 je moZné urychlit’ tak, Ze prvi zadanu rovnicu odpocitame od druhej a vysledok
toho odcitania zapiSeme v tvare

2y=1+Cx—2xD - —lyD.
KedZe v oboch okriihlych zatvorkach napravo su ¢isla z intervalu [0, 1), ma zrejme celd prava strana hodnotu
z intervalu (0, 2). Plati teda 0 < 2y < 2,t.j. 0 < y < 1, odkial’ uz vyplyva |y| = 0.




2 Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Na polpriamkach opacnych k BA a CA lezia postupne body D a E tak, ze
|[BD| = |AC| a |CE| = |AB|. Dokézte, Ze stred kruznice opisanej trojuholniku ADE leZi na kruznici opisanej
trojuholniku ABC.

(Patrik Bak)
RieSenie 1:
KedZe usecky AE, AD maju podla zadania rovnaku dizku |AB| + |AC|, trojuholnik AED je rovnoramenny so za-
kladiiou ED. Znamena to, Ze os usecky ED splyva s osou uhla BAC. Nech S je priesec¢nik tejto osi s kruznicou
opisanou trojuholniku ABC roézny od A. Staci dokazat, Ze S je stred kruZnice opisanej trojuholniku AED. KedZe
bod S lezi na osi strany ED, plati |SE| = |SD|. Zostava preto dokazat, Ze |SA| = |SD|.
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Zo zhodnosti obvodovych uhlov SAB a SAC vyplyva, Ze bod S je stredom oblika BC, a teda |BS| = |CS|. Okrem
toho z tetivového Stvoruholnika ABSC mame |<ACS| = 180° — |«SBA| = |«DBS|. Dokopy s rovnostou |CA| =
|BD| dostdvame, Ze trojuholniky SAC a SDB st zhodné podla vety sus, a preto skuto¢ne plati |SA| = |SD|.
RieSenie 2:

Definujme bod S ako v prvom rie$eni. Tentoraz potrebni rovnost |SA| = |SD| overime, ked’ ukdzeme, Ze bod S
leZi na osi usecky AD.

V pripade, ked' |AB| = |AC|, je stredom tse¢ky AD bod B (podla kons$trukcie bodu D). Sta¢i teda overit, Ze uhol
ABS je potom pravy. To vSak vyplyva z toho, Ze tetivovy Stvoruholnik ABSC je vtedy zloZeny z dvoch zhodnych
trojuholnikov ABS a ACS, ma teda uhly pri protilahlych vrcholoch B a € zhodné, a teda pravé.

V pripade, ked’ |AB| # |AC|, méZeme bez ujmy na v§eobecnosti predpokladat, Ze plati |AB| > |AC|. Nech P a Q
st kolmé priemety bodu S postupne na priamky AB, resp. AC. Vdaka predpokladu |AB| > |AC| leZi bod P vnutri
usecky AB, zatial’ ¢o bod Q leZi na polpriamke opacnej k polpriamke CA. V stlade s ivodnym odsekom budeme
dokazovat, Ze bod P je stredom usecky AD.
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Z tetivového $tvoruholnika ABSC vyplyva |4SBP| = |4SBA| = 180° — |4SCA| = |«SCQ|, t. . vyznacené uhly
SBP aSCQ suzhodné. Vdaka pravym uhlom BPS a CQS st zhodné aj uhly PSB a QSC. Okrem toho mame |PS| =
|QS|, pretoze S leZi na osi uhla DAE. Dostavame tak, Ze trojuholniky PBS a QCS st zhodné podla vety usu. Odtial
vyplyva rovnost |BP| = |CQ|. NavySe zo zhodnych pravouhlych trojuholnikov ASP a ASQ eSte mame |AP| =
|AQ|, takze spolu vychadza

|AP| = |AQ| = |AC| +|CQ| = |DB| + |BP| = |DP|.

Bod P je teda skutocne stredom use¢ky AD, ako sme mali dokazat.



RieSenie 3:

Tentoraz oznacime S stred kruznice opisanej trojuholniku AED a budeme dokazovat, Ze body 4, B, S, C leZia na
jednej kruznici. Podla Gvodu prvého rieSenia vieme, Ze AE D je rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou ED, teda
stred S kruznice jemu opisanej lezi na osi uhla DAE, ¢ize BAC. Body B a C preto lezia v opacnych polrovinach
s hrani¢nou priamkou AS, staci teda overit rovnost’ |€ABS| = 180° — |XACS].
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Z rovnosti |AD| = |AE| a |AS| = |DS| = |ES| vyplyva, Ze trojuholniky DAS a AES st rovnoramenné a zhodné
podla vety sss. Trojuholnik DAS sa tak v otoceni so stredom S o orientovany uhol DSA zobrazi na trojuholnik
AES. KedZe B lezi na strane DA, C lezi na strane AE a pritom podla zadania plati |DB| = |AC|, spominané
otocenie zobrazuje B na C, a teda uhol DBS na uhol ACS. Preto plati |[*DBS| = |XACS|, odkial uz vyplyva
|«ABS| = 180° — [«DBS| = 180° — |XACS], ¢o sme chceli ukazat.

Pre dané kladné celé ¢islo n uvazujme obd{Znikovy hraci plan 2n x 2 a na fiom 2n Zeténov oéislovanych 1, 2,
.., 2n a rozmiestnenych ako na obrazku vlavo. V jednom tahu je mozné posunut jeden Zet6n z jeho policka na
poli¢ko susediace stranou, pokial je prazdne.! Najmenej kol’kymi tahmi moZzno z pévodného rozostavenia ziskat
rozostavenie na obrazku vpravo?

ORE @ T @ e

(Josef Tkadlec)
RieSenie:
UkaZeme, Ze najmensi potrebny pocet tahov je rovny 2n? + 4n — 2.
Budeme rozli$ovat tahy vodorovné a tahy zvislé - podla toho, ¢ je Zetén postivany v riadku alebo v stipci. Potreb-
né pocty vodorovnych a zvislych tahov odhadneme oddelene.

Za¢neme s vodorovnymi tahmi. Rovnako ako Zetény ozna¢me aj stipce hracieho planu zlava doprava &islami 1
aZ% 2n. Zetén 1 je na zadiatku v stipci 1 a na konci ma byt v stipci 2n, musime s nim preto vykonat aspoti 2n — 1
tahov doprava. VSeobecne Zetén k sa dostane zo stipca k nakoniec do stlpca 2n + 1 — k, a tak v pripade k < n je
na to potrebnych aspoini 2n + 1 — 2k tahov doprava, zatial' ¢o v pripade k > n aspon 2k — 2n — 1 tahov dolava.
Pre celkovy pocet v vodorovnych tahov preto plati

v>2n—-1D+2n—-3)++1+1+-+2n-3)+2n—-1)=21+3+ -+ (2n—1)) = 2n?

za Zetébny 1azn zazZetobnyn + laz2n

Teraz sa zamerajme na zvislé tahy. Zetén nazveme lenivym, ak zostane po cely ¢as v dolnom riadku. Ostatnym
Zetébnom hovorme akcné. VSimnime si, Ze najviac jeden Zeton mdze byt lenivy - kazdé dva Zetdny st totiz v dol-
nom riadku nakoniec v opa¢nom poradi, ako boli na zaciatku. Keby teda oba boli lenivé, museli by niekedy stat
na rovnakom polic¢ku, ¢o nie je mozné. Akénych Zeténov je teda aspoit 2n — 1 a s kazdym z nich boli vykonané
asponl 2 zvislé tahy - najskor nahor a neskér nadol. Zvislych tahov celkom preto musi byt asponi 2 - (2n — 1) Cize
4n — 2.

Dokopy dostavame, Ze na splnenie tllohy potrebujeme aspoii 2n? +4n— 2 tahov. V druhej ¢asti rieSenia ukaZeme,
Ze tento pocet tahov skutoc¢ne staci.

Jeden mozny postup ilustrujeme pre pripad n = 4.

1Hru si mdzete vyskiasat na https://skmo.sk/72a3.
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Najskor teda vSetkych 2n Zeténov okrem prvého presunieme do horného riadka. Potom presunieme zetén 1 po
dolnom riadku z prvého stipca do posledného. Nasledne presunieme postupne Zetény 2 aZ n - kazdy z nich naj-
prv do dolného riadka a vzapati doprava na posledné volné policko (ktoré je jeho cielové). Na zaver presunieme
postupne Zetény n + 1 aZ 2n - kazdy najskor dolava na poli¢ko jeho cielového stipca a vzapati do spodného
riadka.

Pri prave opisanom postupe zodpovedaju pocty zvislych aj vodorovnych tahov presne tym odhadom, ktoré sme
odvodili v prvej Casti rieSenia: Zvislych tahov sme urobili prave 4n — 2 a ani vodorovnych tahov sme so ziad-
nym Zeténom nevykonali viac, nez bolo skor udané za nutné. Celkovy pocet tahov pri opisanom postupe je teda
skuto¢ne 2n? + 4n — 2.

Su dané dve nepdrne prirodzené Cisla k a n. Na tabuli je pre kazdé dve prirodzené ¢isla i, j spliiajice 1 <i <k
al <j < nnapisany zlomok Ji Urcte také redlne Cislo g, Ze ak vSetky zlomky na tabuli zoradime podla hodnoty

od najmensieho po najvacsi (zlomky s rovnakou hodnotou v lubovolnom poradi), uprostred tohto zoznamu
bude zlomok s hodnotou q.

(Martin Melicher)
RieSenie 1:
. - , . k+1 S, v -
Ukazeme, Ze hladané g ma hodnotu ol V celom rieseni bude q oznacovat' prave toto ¢islo.

KedZe dané Cisla n a k st neparne, zlomok s hodnotou g je na tabuli skuto¢ne zapisany - napriklad to je zZlomok
S+ 1)
S(n+1)

Podla porovnania s ¢islom g povieme, Ze nejaky zlomok je

e maly, ak je jeho hodnota mensia ako g,
e stredny, ak je jeho hodnota rovna g,
 vel'ky, ak je jeho hodnota vacsia ako q.
Pocet k - n vSetkych zapisanych zlomkov je neparny. Aby sme ukazali, Ze pri ich usporiadani podla velkosti
bude mat prostredny zlomok hodnotu g, staci dokazat, Ze malych zlomkov je na tabuli prave tol'ko ako velkych.
(Posledné bude tiez znamenat, Ze pocet strednych zlomkov je neparny, ¢o znovu potvrdi ich existenciu.)
Zlomky zapisané na tabuli poparujeme - kazdy zlomok ;—1 dame do dvojice so zlomkom 3—2 (a naopak) prave
1 2
vtedy, ked bude i, = k+1—i; aj, = n+ 1—j;, o moZno skutocne prepisat symetricky ako i; +i, =k + 1
aji; +Jj; = n+ 1. Uvedomme si, Ze nerovnosti 1 < i; < kal < j; < nzrejme platia prave vtedy, ked' plati
1<i, <kal < j, <n.(Prave tieto celoCiselné nerovnosti uréuji mnozinu zlomkov zapisanych ako ;—1, resp.
) 1
;_—2.) Je zrejmé, Ze iba spominany zlomok
2
S+
1
E(Tl +1)
je takto ,sparovany*“ sam so sebou a ze vSetky ostatné zapisané zlomky st skutoc¢ne rozdelené do dvojic. Ak dalej
ukazeme, Ze v kazdej takej dvojici je bud’ jeden maly a jeden vel'’ky zlomok, alebo v nej st dva stredné zlomky,
vyplynie z toho uZ potrebny zaver, Ze pocet malych zlomkov je rovnaky ako pocet vel'kych zlomkov.
k+1
n+1

Vdaka spominanej symetrii staci overit, Ze zlomok f je maly prave vtedy, ked' je zlomok :; velky. Overenie

pomocou ekvivalentnych dprav je rutinné:

k+1—i<k+1
n+l—j n+1




k+1-Dn+1) < (k+DMn+1-J),
k+Dm+1)—in+1) < (k+Dn+1) -k +1)j,
im+1)> (k+ 1)),
i k+1

> .
j n+1

Tym je celé rieSenie hotové.
Poznamka:

Namiesto Uprav nerovnosti v zavere rieSenia sme mohli vykonat' tuto uvahu: Zoberme j rovnakych zlomkov 7

k+1-i . Ly _ . Cia
n:1—; - celkom to je n+ 1 zlomkov so sti¢tom k + 1, takZe ich aritmeticky priemer

i L k+1 ., w y . L R o AR
je rovny n—:l Cize q. KedZe sme vsak priemerovali najviac dve rozne hodnoty, iSlo bud’ o jedinti hodnotu g, alebo
o jednu hodnotu mensiu ako g a jednu hodnotu vacsiu ako gq.

an+1—jrovnakych zlomkov

L . i k+1-i . . vio % g . \ .
Motivaciu pre zvolené parovanie zlomkov “a rl_; poskytuje nasledujtice uZito¢né pravidlo: Pre I'ubovolnu
Stvoricu realnych Cisel a, b, ¢, d, pricom b > 0 a d > 0, plati implikacia

a_c_a_ a+c <
— <= -< —— < -,
b d b b+d d

17 & mengiu hodnotu, a podla
n+l-—j

toho uplatnit uvedent implikaciu. Dostaneme tak, Ze zlomok s menSou hodnotou je skutocne maly a zlomok
s vacSou hodnotou je skutocne vel'ky.

. v . sy v . ‘v v/ P . i
Pri oznaceni z nasho riesenia totiZ stacilen rozlisit, ktory z dvoch zlomkov 7 a

RieSenie 2:

Na tlohu sa pozrieme geometricky - vyuZijeme na to rovinu s kartezidnskou ststavou siradnic s pociatkom
CLoyv i .. o C , - A ,

0. V nej kazdy zlomok L ktory je zapisany na tabuli, znazornime ako bod (j,i). (D6vodom na takito zmenu

poradia cisel i aj je, Ze hodnota doty¢ného zlomku i sarovna smernici priamky, ktora spaja pociatok (0, 0) prave
s bodom (j, i).) Dostaneme tak prave tie body (j, i) naSej roviny, pre ktoré plati j € {1, 2, ...,n}ai € {1, 2, ..., k}.
MnoZinu tychto bodov, ktord sme na obrazku vykreslili pre pripad n = 11 a k = 5, ozna¢ime M a budeme jej
dalej hovorit ,, mriezka“ Ma tvar obdlznika s vrcholmi (1, 1), (n, 1), (n, k), (1, k). KedZe Cislan, k si neparne, stred
S tohto obdiZnika celo¢iselné stradnice je (%(n +1), %(k + 1)). Stred S je tak sdm bodom mriezZky M. Dodajme

1
“ . . .Skt R v :
eSte, Ze priamka 0S ma smernicu f( o a Ze hodnotu tohto zlomku rovnako ako v prvom rieSeni oznacime q aj
-(n
2
v zavere tohto rieSenia.
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Véimnime si, Ze podla stredu S je simerny nielen spominany obdiznik, ale simerna je aj samotna mriezka M
(na obrazku sme vyznadili jej dva simerne zdruzené body B a B"). (K tomuto tvrdeniu, ktoré mozno povaZovat
za zrejmé, sa eSte vratime v poznamke za rieSenim.) Ak teda zostrojime priamku OS, bude vo vnutri kazdej
z oboch vytatych polrovin lezat rovnaky pocet bodov z M. Objasnime, ¢im sa tieto rovnako pocetné skupiny
bodov ,pod priamkou 0S“ a ,,nad priamkou 0S5* liSia.

Bod (j, i) mriezky M lezi pod priamkou OS prave vtedy, ked ma priamka O B mensiu smernicu ako priamka 0S,
t.j. prave vtedy, ked’ plati f < q. Pod priamkou OS teda lezia prave tie body (j, i) mriezky M, ktoré zodpovedaju

malym zlomkom i,, ako sme im hovorili v prvom rieSeni. Podobne body mriezky M nad priamkou 0S zodpoveda-
jua vel'kym zlomkom. Tak sme znovu overili potrebné tvrdenie, Ze malych aj velkych zlomkov je rovnaky pocet.



Poznamka:

V druhom rie$eni sme vyuzili simernost so stredom S. T4 zobrazi kazdy bod (j, i) na bod (j', i"), pricom (ako je
zname z analytickej geometrie) plati j' = 2 (%(n + 1)) —jai'=2 (%(k + 1)) —Ltjj+j =n+lai+i' =
k + 1. Vidime, Ze parovanie zlomkov z prvého rieSenia je vyjadrenim siimernej zdruzenosti bodov mriezky M
z druhého riesenia.

Dany je ostrouhly réznostranny trojuholnik ABC. Os vnutorného uhla pri vrchole A a osi stran AB, AC vymedzuju
trojuholnik. Dokazte, Ze priesecnik jeho vysSok leZi na taznici z vrcholu A.

(Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
Nech v danom trojuholniku ABC je M stred strany AB, N stred strany AC, K a L priesecniky osi uhla CAB po-
stupne s osami stran AB a AC, ktorych priesec¢nik je oznaceny 0. Trojuholnik KLO je teda tym trojuholnikom,
o ktorom je re¢ v zadani dlohy. Priese¢nik jeho vySok oznacime H. VSetky pomenované body st vyznacené na
obrazku nakreslenom pre pripad |AB| < |AC|. (Pripad |AB| > |AC| vyzera analogicky, pripad |AB| = |AC]| je
zadanim vyliceny - body K, L, O vtedy splyvaju v jeden bod.)

B C
Podla zadania mame dokazat, Ze bod H lezi na taznici z vrcholu A trojuholnika ABC, t. j., ekvivalentne, Ze troj-
uholniky ABH a ACH maju rovnaky obsah.

Vdaka tomu, Ze HL 1L OK 1 AB, plati HL || AB. Bod H tak ma od priamky AB rovnaku vzdialenost ako bod
L. Ta je vSak rovna dlzke usecky LN, pretoZe bod L leZi na osi uhla CAB a N je kolmy priemet L na AC. Dokopy

dostavame, Ze obsah prvého trojuholnika ABH je rovny % - |AB| - |LN|. Analogicky zistime, Ze obsah druhého
trojuholnika ACH je rovny% - |AC| - |[KM|. Zostava tak dokazat rovnost |AB| - |LN| = |AC| - |KM|.

Pre body K a L, leziace na osi uhla CAB, plati |*MAK| = |&NAL|. Pravouhlé trojuholniky AKM a ALN st teda
podobné podla vety uu, a preto plati |[KM| : |AM| = |LN| : |AN|. Odtial vzhladom na |AM| = % |AB| a |AN| =
% |AC| dostavame |[KM| : |AB| = |LN] : |AC|, ¢ize |AB| - |[LN| = |AC]| - |KM|, ako sme potrebovali dokazat..
RieSenie 2:

Okrem bodov z prvého rieSenia uvazime este priesecnik E priamok AB, KH a F priesecnik priamok AC, LH. Opat’
si vS§imnime, Ze plati KH || AC a LH || AB, takZe $tvoruholnik AEHF je rovnobeZnik.

B c

Znovu vyuZijeme aj podobnost trojuholnikov AKM a ANL, podla ktorej plati |[KM| : |LN| = |AM| : |AN| =
|AB] : |AC|.Zhodnost vonkajsich uhlov privrcholoch E, F rovnobeZnika AE HF znamena, ze |*KEM| = |<LFN]|.
Podobné st tak aj pravouhlé trojuholniky EKM a FLN, odkial vyplyva |[EM| : |FN| = [KM| : |[LN| = |AB| : |AC].



Preto plati

|4B| |AB|
|AE| _ |AM| = |EM| _ jaq " 1ANI =55 - IFNT B

|AF| ~ |AN|—|FN| — |AN| — |FN]| T Ac)

teda trojuholniky AEF a ABC st podobné podla vety sus (zhoduju sa v uhle pri vrchole A a v pomere prilahlych
stran). Dostavame tak EF || BC.

KedZe v rovnobeZniku AE HF priamka AH rozpoluje uhlopriecku EF, rozpoluje tato priamka aj isec¢ku BC, ktora
je s useckou E'F rovnolahla podla stredu A. Inak povedané, bod H leZi na taZnici z vrcholu A trojuholnika ABC,
ako sme mali dokazat.

Uvazujme postupnost’ (a,)n=o definovani nasledovne:

a)
b)

aO = 3.
Ak n je nezdporné celé ¢islo, tak a, 41 = agaaza3 - a, — 1.
Dokazte, Ze existuje nekonecne vela prvocisel deliacich aspori jeden Clen tejto postupnosti.

Dokazte, Ze existuje nekonecne vela prvocisel nedeliacich Ziadny ¢len tejto postupnosti.

(Martin Melicher)

RieSenie:

a)

b)

Matematickou indukciou najskor dokazeme, ze pre kazdé n plati a,, = 2. Podla zadaniaa, = 3aa; =
ap — 1 = 2. Predpokladajme teraz, Ze pre niektoré n také, Ze n > 2, nerovnost a, = 2 plati pre kazdé k
mensSie ako n. Podla zadania potom mame a,, = aga,a, ...a, — 1 = aga; — 1 = 5, takZe skutoc¢ne a,, > 2.
Ukazme teraz, Ze vSetky cCleny a, su navzajom nesudelitelné cisla. Pre lubovolné dva indexy k a n také, ze
k < n,totiZz plati ai | apa, ...a,—1 = a, + 1, odkial’ pre najvacsi spolo¢ny delitel’ D ¢isel a,, a a;, dostavame
D | a,azéarovenD | a, + 1 (pretoZze D | apaay | a, + 1),takZze D | 1,atedaD = 1.

Vzhladom na a,, = 2 najdeme pre kazdy index n prvocislo, ozna¢me ho p,, pre ktoré p,, | a,. Vdaka tomu,
Ze vSetky a,, su navzajom nesudelitelné, vSetky najdené prvocisla p, si navzajom rézne. Tvrdenie z ¢asti a)
je tak dokazané.

Ak n je kladné celé ¢&islo, tak an4q = aga;a; ... ap_1a, — 1 = (a, + 1)a, — 1 = a2 + a,, — 1. Dalej budeme
pracovat’ s tymto vyjadrenim.

Predpokladajme, Ze platip | a,, pre nejaké kladné celé n a pre nejaké prvocislop.Potom a4 = a2 +a,—1 =
—1 (mod p). Odtial dostdvame a,,, = a2, + apyq — 1 = (=1)2 4+ (-1) — 1 = —1 (mod p), a analogicky
matematickou indukciou dochadzame k zaveru, Ze vSetky ¢leny a, kde k > n+1, davaji po deleni p rovnaky
zvySok p — 1. Ak uvedeny predpoklad p | a, bude pre nejaké kladné n splneny, toto prvocislo p nazveme
zIé. Nasou ulohou je vlastne najst nekonecne vela prvocisel p takych, Ze p = 5, ktoré nie su zlé (podmienku
p = 5 kladieme, aby neplatilo p | ag = 3).

Majme teraz prvocislo p s vlastnostou, Ze pre nejaké kladné n plati a,, = 1 (mod p). Potom a,,; = a2 +
a,—1=1?2+1-1=1 (mod p), takZe analogicky matematickou indukciou dostadvame, Ze vietky ¢leny ay,
kde k > n, davaju po deleni p zvySok 1. Vtedy dané p nazveme dobré. VSimnime si, Ze Ziadne prvocislop = 5
nemoZe byt dobré aj zlé zaroven - nie je totiZ mozné, aby pre nejaké k platiloa, = 1 (mod p) aj a, = —1
(mod p). Preto nam staci dokazat, Ze existuje nekonecne vela dobrych prvocisel.

Na hladanie dobrych prvocisel vyuzijeme postupnost (b,)n=, zadanu predpisom b, = a,, — 1 pre kazdé n.
Zrejme by = 2, b; = 1 a pre kazdé kladné n plati

bpy1 =1 —1=(@2+a,—1)—1=((b, +1)?>+ (b +1)—1) — 1 = b2 + 3b,, = b, (b, + 3).

Prvocislo p je potom dobré prave vtedy, ked p | b,, pre nejaké kladné n. Dostali sme sa tak k situacii podobnej
tej, ktoru sme riesili v ¢asti a) - potrebujeme dokazat existenciu nekonecne vela prvocisel deliacich aspon
jeden ¢len novej postupnosti (b, )n=; urcenej prvym ¢lenom b; = 1 avztahom b, = b, (b, + 3) pre kazdé
kladné n.

Zatneme povSimnutim, ze ak 1 < k < n, tak b, | b,. Skutocne z by,q = bi(by + 3) mame by, | briq
a analogicky indukciou by, | b, pre kazdé n také, ze n > k.

Teraz dokazeme, Ze za predpokladu 1 < k < n su ¢isla by, + 3 a b, + 3 nesudelitelné. Ich najvacsi spolo¢ny
delitel' D totizspiia D | by +3 | bg41 | by azarovei D | b, +3, takze spolu D | (b, +3)—b,, = 3,a preto bud
D = 1,alebo D = 3. Zostava vylucit hodnotu D = 3: Vzhladom na vztah b; = 1 vyplyvaz by, = by, (b, + 3)
indukciou b, =1 (mod 3) pre kazdé kladné n, takze 3 t b,,, a preto tiez3 t b,, + 3,ateda D # 3.

Napokon vieme, Ze b,, = 1 pre kazdé n (lebo a,, = 2), a teda b,, + 3 = 4. Pre kaZdé n tak najdeme prvocislo
pn s Vlastnostou p,, | b, + 3. VSetky tieto prvocisla p,, s podla predchadzajiceho odseku navzajom rozne,
navyse z b, +3 | b, vyplyva (pre nas klicovy) vztah p,, | b, 1 pre kazdé kladné n. Nasli sme teda potrebnu



nekone¢nt postupnost prvocisel deliacich asporni jeden ¢len postupnosti (b, )5=;. D6kaz tvrdenia z ¢asti b)
je ukonceny.
Poznamka:
Ukazeme, Ze tvrdenie z Casti a) moZno tieZ dokdzat sporom. Pripustme teda, Ze vSetkych prvocisel, ktoré delia
niektory Clen postupnosti (a,)n=o, je koneény pocet - oznacme ich py, ..., px. Nech r je najmensi index taky, Ze
medzi delitelmi ¢lenov ay, ..., a,- su vSetky prvocisla py, ..., px- Potom vsak ¢islo a,., ;1 €iZe aga, ...a, — 1, nie je
delitelné Ziadnym z tychto prvocisel, a to je (vzhladom na nerovnost a, .4 = 2 z ivodu rieSenia) spor.




