MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RieSenia uloh krajského kola kategorie A

1 Na hracom plane 8 X 5 je rozmiestnenych 8 bielych a 8 ¢iernych Zeténov ako na obrazku vlavo. V jednom tahu
je moZné posunut Zetén na prazdne policko susediace stranou. Urcte najmensi pocet tahov, ktorymi mozno
z povodného rozostavenia ziskat rozostavenie na obrazku vpravo.
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(Josef Tkadlec)
RieSenie:
V prvej Casti dokaZeme, Ze na splnenie dlohy je vZdy potrebnych aspoii 64 tahov vo zvislom smere a aspon 8
tahov vo vodorovnom smere, celkovo teda aspon 64 + 8 CiZe 72 tahov.

Je zrejmé, Ze s kazdym z 8 bielych Zeténov musime tahat aspoii 4-krat smerom nadol a s kazdym z 8 ¢iernych
Zeténov aspon 4-krat smerom nahor. Celkovo tak musime naozaj urobit aspon 8-4+8-4 CiZe 64 tahov vo zvislom
smere.

V kazdom stipci hracieho planu na zadiatku leZi jeden biely Zetén nad jednym &iernym Zeténom, na konci je to
naopak. Aspon jeden z tychto dvoch Zeténov musi teda svoj stlpec v niektorom tahu opustit, t.j. posunut sa vo vo-
dorovnom smere. KedZe to plati pre kazdy z 8 stlpcov, musime naozaj vykonat aspon 8 tahov vo vodorovnom
smere.

V druhej casti riesenia ukaZeme, Ze 72 tahov na splnenie dlohy stac¢i. Rozdel'me hraci plan na 4 casti 2 X 5
a v kazdej z nich presunieme Zetény pouzitim 2 + 5 + 4 + 5 + 2 ¢iZe 18 tahov v piatich etapach znazornenych
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Celkovo to potom bude naozaj 4 - 18 ¢ize 72 tahov.
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Poznamka:

DokaZeme, Ze kazdé rieSenie zadanej ulohy 72 tahmi ma nasledujicu vlastnost: Vsetky vykonané tahy moZno
rozdelit’ do 4 skupin po 18 tahoch tak, Ze tahy z tej istej skupiny (v pévodnom poradi) riesia ,redukciu” zadanej
tlohy na jednu zo Styroch Casti 2 X 5, na ktoré je cely pldn 8 X 5 rozdeleny. Na to je nutné a suicasne staci ukazat, ze
Ziadny Zetdn v priebehu danych 72 tahov neopusti tti zo spominanych casti 2 X 5, v ktorej sa povodne nachadzal.
Urcite si pritom staci v§imat' len tahy vo vodorovnom smere

Ozna¢me stipce hracieho planu ¢islami 1 az 8 zlava doprava. Nech i — i + 1, resp. i — i — 1 oznaduje vodorovny
tah zo stipca i doprava, resp. dolava. Sta¢i teda ukazat, Ze 8 vodrovnych tahov z kazdého rie$enia 72 tahmi ma
(v niektorom poradi) tvar1 - 2,2 - 1,3 - 4,4 - 3,5 - 6,6 - 5,7 = 8,8 — 7. To je vSak dbsledok tej
nasej Givahy, podla ktorej pri lubovolnom rieseni pre kazdy stipec i existuje asporti jeden vodorovny tah i — .
KedZe pri rieseni 72 tahmi je vodorovnych tahov prave 8, ]e v1iom po jednom tahu i — * pre kazdé i, a teda aj po
jednom tahu * — i pre kazdé i, pretoZe pocet tahov zo stipca i sa musi rovnat’ poétu tahov do stipca i. Ak i = 1,
takide nutne otahy 1 - 2a2 — 1,atedaaki = 3, takide nutne o tahy 3 - 4a4 — 3,atedaaki = 5, tak ide
nutne o tahy 5 - 6 a6 — 5,atedaaki = 7, takide nutneo tahy 7 - 8a8 - 7.



Pokyny:
V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastocné kroky nasledovne:
A1 Dékaz, Ze je potrebnych aspon 64 zvislych tahov: 1 bod.
A2 Dokaz, Ze je potrebnych aspon 8 vodorovnych tahov: 2 body.
B Popis l'ubovolného minimalneho riesenia (t. j. postupnosti 72 tahov, ktora prevedie p6vodné rozostavenie

na cielové): 3 body.

Celkovo potom dajte stucet bodovz A1,z A2 azB.

V obore redlnych cisel rieSte stistavu rovnic

\/E=y—2,
JE:JC—Z.

(Radek Horensky)
RieSenie 1:
Nech (x, y) je lubovolné rieSenie danej ststavy. Ked%e hodnota 1/v/x + 2 je zrejme kladn4, podla prvej rovnice
je nutne y > 2. Podobne z druhej rovnice vyplyva x > 2.

Teraz dokazeme, Ze Cisla x a y musia byt rovnaké. (Zdoéraznime, Ze len zo symetrie sustavy rovnic rovnost x = y
nevyplyva.) Vyuzijeme na to poznatok, Ze funkcia druhd odmocnina je vSade rastica. V pripade x > y by teda
postupne platilo

Vx>,
Vx+2>\y+2,

y—2>x—2,

takze podla zadania

y > X,

a to je spor. Pripad x < y sa vyluci analogicky. Rovnost x = y je tak dokazana.
P6vodna stistava dvoch rovnic sa vtedy zrejme redukuje na jednu rovnicu

\/E=x—2.

Po substittcii s = v/x prejde tato rovnica na rovnicu
Vs+2=s52-2,
pri¢om zrejme s > /2. Ekvivalentne upravujme:
s+2=(s2-2)?
s+ 2 ==s%—4s5% 44,
0=s*—4s2—s5+2,
0=s2%(s2—4)—(s—2),
0=5%(s+2)(s—2)—(s—2),
0=(s%(s+2)—1)(s—2).
A kedZe
S2(s+2)—1> (W2)2(V2+2)-1=2(V24+2)-1=2V24+3>0,
¢initel s2(s + 2) — 1 je kladny, a dostavame tak ekvivalentne
0=s-—2,

2=s.



Plati teda x = 52 = 4.

Zadana sustava rovnic ma teda jediné rieSenie (4, 4). Skuiska pri tomto postupe nie je potrebna.
Poznamka:

Uvedme druhé mozné odvodenie rovnosti x = y:

Umocnenim oboch rovnic zo zadania na druht dostavame

Vx+2= (=22
Vy+2=(x-2)>~%
Odcitanim druhej rovnice od prvej dostaneme
Iy = (=27~ (x ~2)?,
Vi—\y=((-2-@x-2)((-2+x-2),
Vi=\y=0-0@+x+49),
Vx =y = (Y —VOWY + VO + x +4).
Ak by platilo x # y, tak po vydelen{ oboch stran nenulovou hodnotou /y — v/x dostaneme
—1= (T VD@ +y -4,

o je vSak spor, lebo oba cinitele z pravej strany st kladné.
RieSenie 2:
Vyuzijeme opat poznatok, Ze obe Cisla x a y st vacsie ako 2, a zavedieme funkciu f z (2, ) do (2, o0) predpisom

f@®) =Vt+2.

Rovnice zo zadania prepisané na tvar

Wx+2+2=y,
f\/§+2+2=x

potom mdZeme pomocou funkcie f zapisat ako stistavu rovnic

fUH@) =y,
fUO)) =«

Vidime, Ze jej rieSenim st prave dvojice tvaru (x, f (f (x))), kde

fEF G ==

Tento vztah zrejme plati v pripade f(x) = x, ukdZeme, Ze inokedy nie. V§imnime si, Ze funkcia f je rastuica.
Vdaka tomu v pripade f(x) < x plati

fFUEFGFCN <fEUEN <fUE) <f)<x

av pripade f(x) > x
FEFGECN > fFFGED > F @) > fx) >x.

Zostava vyriesit rovnicu f(x) = x, pricom x > 2. Ekvivalentne upravujme:
fx) =x,
Vx+2=x,
0=x—+Vx—-2,
0=@Wx-2)Wx+1),

akedZevx+1=>1>0,
0=+vx-2,
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4 = x,

Zadana sustava rovnic ma teda jediné rieSenie (4, 4). Skuiska pri tomto postupe nie je potrebna.
Poznamka:

Uvahy o funkcii f z druhého rie$enia je moZné vyuZit aj na vyrie$enie rovnice y/vx + 2 = x —2 z prvého rie$enia
bez prechodu k rovnici $tvrtého stupria. Tato rovnicu totiz mozZno zapisat’ ako rovnicu f (f (x)) = x, ktora je vSak
ekvivalentna s jednoduchSou rovnicou f(x) = x, a to vdaka implikaciam

f)<x = fFE)) <flx)<x

f@)>x = fFE) > fx) > x,

ktoré sa zdévodnia rovnako ako v druhom rieSeni. Tam sme zjednoduSenu rovnicu f (x) = x aj vyriesili.
Pokyny:
V neuplnych rieSeniach oceiite Ciasto¢né kroky nasledovne:

A0 Uvedenie podmienok x > 2ay > 2: 0 bodow.

A1 Uhdadnutie rieSenia (4, 4) so skuskou: 1 bod.

B1 Dokaz rovnosti x = y: 3 body.

B2 VyrieSenie tlohy za predpokladu x = y vratane vylicenia inych pripadov ako x = 4: 3 body.

C Vyjadrenie sustavy v tvare f (f(x)) =y, f (f(¥)) = x: 2 body.

D1 Odvodenie rovnosti f(x) = x za predpokladu f (f (f (f(x)))) = x: 3 body.

D2 VyrieSenie rovnice f(x) = x: 1 bod.

E1 Vyldcenie rovnosti f (f (f (f(x)))) = x v pripade f(x) < x: 2 body.

E2 Vyldcenie rovnosti f (f (f (f(x)))) = x v pripade f(x) > x: 2 body.

Celkovo potom dajte maximum z bodov z A1, zo si¢tubodovz Bl azB2,zo si¢tubodovzC,zD1azD2,azosuctu
bodovz(C,zE1azE2.

Nech ABCD je konvexny $tvoruholnik a P je priese¢nik jeho uhlopriecok. Nech plati |AB| = |BC| = |CD|
a [®APD| < 90°. Oznaéme R a S postupne obrazy bodov A a D v osovych simernostiach podla priamok BD
a AC. Dokazte, ze UseCky BC a RS su rovnobeZné.

(Patrik Bak)
Riesenie 1:
Najskor si vSimneme, Ze zo zadanych simernosti vyplyvaju rovnosti |BR| = |BA| a |CS| = |CD|. Spolu s rov-

nostami zo zadania dostavame
|AB| = |BC| =|CD| = |BR| = |CS].

Podla konStrukcie st body R, S zrejme rézne, pritom stred X usecky AR leZi na jej osi BD a stred Y tisecky DS na
jej osi AC. V nasledujiicom odseku dokdzeme, Ze bod R leZi vnutri uhla ABC a bod S vnutri uhla DCB, ako je to
na obrazku. Dokopy to bude znamenat, Ze body 4, D, R, S leZia vnutri tej istej polroviny s hrani¢nou priamkou
BC.




Z predpokladu |€APD| < 90° vyplyva [€APB| > 90°, ¢o pre vnitorny bod P zakladne AC rovnoramenného
trojuholnika ABC znamen4, Ze |XABP| < % - |*%ABC|. Odtial’ vSak vyplyva |[€ABR| = 2 - |<ABP| < |€ABC|,
teda bod R naozaj leZi vnitri uhla ABC. Analogicky z nerovnosti |[<DPC| > 90° pre vnitorny bod P zakladne
BD rovnoramenného trojuholnika DCB ustdime, Ze bod S naozaj lezi vnutri uhla DCB.

Dalsim désledkom nerovnosti |[€APD| < 90° je, Ze pre vyznacené vniitorné uhly pravouhlych trojuholnikov
APX a DPY plati |<XAP| = 90° — |<APD| = |<YDP)|, ¢ize |<RAC| = |<SDB].

Podla vztahov |AB| = |BC| = |BR] je bod B stredom kruZnice opisanej trojuholniku ARC, ktory, ako vieme,
leZi v uhle ABC. Podla vety o obvodovom a stredovom uhle preto plati |[*RBC| = 2 - |*RAC|. Podobnou tivahou
o strede C kruznice opisanej trojuholniku BSD leZiacom v uhle BCD dostaneme |<SCB| = 2 - |<SDB].

Z poslednych dvoch odsekov vyplyva rovnost |[<¥RBC| = |«SCB|. To znamen3, Ze (rovnoramenné) trojuholniky
RBC a SCB su podla vety sus zhodné. Odtial' vyplyva zhodnost ich vySok z vrcholov R a S na stranu BC. To
vzhladom na vyssie odvodent polohu bodov R a S uz znamena, zZe BC || RS.

Poznamka:

Namiesto tivahy o zhodnych trojuholnikoch CBR a BCS staci konStatovat, Ze zhodné tisecky BR a CS st simerne
zdruZené podla osi usecky BC.

RieSenie 2:

Ukazeme, Ze body R a S lezia na kruznici opisanej trojuholniku BCP. Podrobny dokaz zapiSeme len pre bod R,
pre bod S je dokaz analogicky.

Rovnako ako v prvom rieSeni odvodime rovnosti |AB| = |BC| = |CD| = |BR| = |CS| a poznatok, Ze bod R leZi
vnutri uhla ABC. Z podmienky |«APD| < 90° zaroven vyplyva, Ze bod R leZi tieZ v polrovine ACD.

Bod B je stredom kruznice opisanej trojuholniku ARC, ktorej stredovy uhol RBA s osou BD je teda dvojna-
sobkom obvodového uhla RCA. Preto su zhodné tri uhly PBA, RBP a RCP vyznacené na obrazku. Zhodnost
poslednych dvoch uhlov vzhladom na predchadzajici odsek uz znamend, Ze bod R naozaj lezi na kruznici opi-
sanej trojuholniku BCP. Pre bod S to isté plati vdaka analogickej zhodnosti uhlov PCD, SCP a SBP.

Z dokazaného vyplyva, ze body B, C, R, S lezia na jednej kruznici, pritom body R a S lezia v rovnakej polrovine
s hrani¢nou priamkou BC. Odtial vyplyva zhodnost uhlov BRC a BSC, ktora spolu s rovnostami |BC| = |BR| =
|CS| znamend, Ze rovnoramenné trojuholniky RBC a SCB st zhodné. Zhodnost ich vy$ok z vrcholov R a S tak
rovnako ako v prvom rieSeni vedie k dokazovanému vztahu BC || RS.

Pokyny:
V neuplnych rieSeniach oceiite ¢iasto¢né kroky nasledovne:

A Zdodvodnenie rovnosti |[BR| = |BA| a|CS| = |CD|: 1 bod.
B1 Dokaz, Ze B je stred kruznice opisanej trojuholniku ARC: 1 bod.
B2 Dokaz, Ze C je stred kruznice opisanej trojuholniku BSD: 1 bod.
Dokaz, Ze body A, D, R, S lezia vnutri tej istej polroviny s hrani¢nou priamkou BC: 2 body.
Odvodenie |<CBR| = |«BCS|: 2 body.
Dokaz, Ze trojuholniky RBC a SCB su podobné: 3 body.

Dokaz, Ze body R a S leZia na kruZnici opisanej trojuholniku BCP: 3 body za obabody R a S, 2 body za jeden,
ak nie je analdgia pre druhy bod spomenuta.
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Body z D, E a F dajte aj v pripade, ked' riesitel' neuvedie dokaz z B1 a ani potrebnu polohu bodov R a S explicitne
nezmieni.

Celkovo potom dajte maximum z bodov z A, zo sti¢tu bodov z B1 a z B2, zo stuctu bodov z C a z D, zo stictu bodov
zCazE,azosuétubodovzCazF

Najdite vsetky trojice kladnych celych cisel (a, b, ), pre ktoré je sti¢in
(a+b)(b+c)(c+a)(a+b+c+2036)

rovny mocnine niektorého prvocisla s celoc¢iselnym exponentom.

(Jan Mazak)
RieSenie 1:
VSimnime si, Ze niektoré dve z troch ¢isel a, b, c maji rovnaku paritu, takZe aspoii jedno z ¢isela+b,b+cac+a
je parne.
Ak je su¢in zo zadania mocninou prvocisla p, tak kazdy zo Styroch ¢initelov musi byt mocninou p. Ako uz vieme,
niektory z prvych troch ¢initelov je parny, musi preto platit p = 2. Kazdy zo Styroch ¢initelov je teda mocninou
2, ktora je pritom vacsia ako 1, pretoze Cisla a, b, ¢ st podla zadania kladné. Z toho vyplyva, Ze kazdy Cinitel je
parne cislo.
Dalej si uvedomme, Ze ¢isla a + b, b + ¢, ¢ + a st vSetky parne prave vtedy, ked ¢isla a, b, ¢ majti vietky rovnaku
paritu. KedZe ¢islo a + b + ¢ + 2036 je parne, musia byt a, b, c parne c¢isla. M6zeme preto pisat a = 2d, b = 2e,
c = 2f,kded, e, f st kladné celé ¢isla. Potom vsak plati

(@+b)(b+c)(c+a)(a+b+c+2036) =24d +e)(e + f)(f +d)(d +e+ f +1018).

VSetky cinitele pritom musia byt kladnymi mocninami 2.

Cislad + e, e + f, f + d st vietky parne prave vtedy, ked ¢&isla d, e, f maji vietky rovnaku paritu. KedZze ¢&islo
d + e+ f + 1018 je parne, musia byt d, e, f parne ¢isla. MéZeme preto pisat d = 2g,e = 2h, f = 2i,kde g, h, i
su kladné celé ¢isla. Dostavame tak

(a+b)(b+c)(c+a)a+b+c+2036)=28g+h)(h+iD)(i+9)(g+h+i+509).

Vsetky cinitele pritom musia byt kladnymi mocninami 2.

Cislag + h, h + i, i + g sd vSetky parne prave vtedy, ked' &isla g, h, i maju vietky rovnaku paritu. KedZe &islo
g + h + i+ 509 je parne, musia byt g, h, i neparne ¢isla. Vidime, ze g = h = i = 1 tlohe vyhovuje (lebo
1+1+1+509=512=2%,tak¥e a = b = ¢ = 4, ¢o je rieSenim povodnej dlohy.

Ukazeme, Ze je jediné: Nech niektoré z Cisel g, h, i je vacsie ako 1, bez ujmy na vSeobecnosti nech je to i. Potom
vSak g + i je mocnina 2 vacsia ako 2, takze je delitelna 4. To znameng, Ze po deleni 4 jedno z neparnych ¢isel g,
i dava zvySok 1 a druhé zvySok 3. Tretie neparne ¢islo h tak ma po delen{ 4 rovnaky zvySok ako jedno z ¢isel g,
i. Stcet h s tymto ¢islom potom ma zvy$ok 2, a kedZe tento sticet je zarovet mocninou 2, musf {st 0 mocninu 2.
Z toho vyplyva, Ze h = 1 a g = 1. ZvySok 3 po deleni 4 tak nutne déva ¢islo i. Potom v3ak ¢islo g + h + i + 509
Cize i + 511 dava po deleni 4 zvySok 2, teda to nie je mocnina 2, a to je spor.

Zadaniu ulohy teda vyhovuje jedina trojica, a to (4, 4, 4).

RieSenie 2:

Nech bez ujmy na vSeobecnosti platia = b > c, takZze potoma +b = c+a = b + ¢ = 2.Sucin (a + b)(b +
c)(c+a)(a+ b+ c+ 2036) je mocninou niektorého prvocisla prave vtedy, ked’ si mocninami tohto prvocisla

vetky $tyri Cinitelea + b,b + c,c+ aaa+ b + ¢ + 2036. Nechtedaa + b = p*,c +a = p*. b + c = p™ pre
nejaké prvocislo p a nezaporné celé ¢isla k, [, m. Podla tivodnej vety platik >l > m > 1.

Keby platilo k > [,atedak —1>=1lak — 1 = m, vzhladom na p = 2 by sme mali
at+tb=pfk>pFt+pklepl+pm™=(c+a)+(b+c)>a+b,
a to by bol spor. Preto k = [, takZe a + b = p* = p! = ¢ + a, odkial' b = c. Potom v§ak p™ = b + ¢ = 2b, teda

2| ptizep=2apretob=c=2"1aa+b = 2" Kedzep = 2,jetieza + b + c + 2036 = 2™ pre nejaké celé
Cislo n, ktoré zrejme spliia podmienku 2™ > 2036.

Podla zaveru predchadzajticeho odseku ¢&isla k, m, n spliiaji rovnost

2" = (a+b) +c+2036 = 2k + 2™~ 4+ 2036.

v

Vsimnime si, Ze pri deleni ¢islom 16 dava ¢islo 2036 zvySok 4, zatial' ¢o vac¢Sia mocnina 2™ dava urcite zvysok 0.
Z toho vyplyva
2k +2m=1 =12 (mod 16).



S¢itance 2k a 2™~ ako mocniny 2 mozu pri deleni 16 davat iba zvysky 1, 2, 4, 8 a 0. Llahko nahliadneme, Ze
odvodena kongruencia plati jedine v pripade, ked jedna z mocnin 2%, 2"~ dava zvy$ok 4 a druh4 8. Podla
tychto zvy$kov ide nutne o mocniny 22 a 23, takze {k,m — 1} = {2,3}. Ked%e v§ak 2™ ! = b < a + b = 2%,
platim—1 < k,apretom—1=2ak = 3,tedab =c =2™! =4aa+ b = 2¥ = 8, odkial tieZ a = 4.
Dostavame tak jedinti moZnu trojicu (a, b, ¢), a to (4, 4, 4). T4 je skutoCne rieSenim tlohy - stcin zo zadania ma
vtedy hodnotu 8 - 8 - 8 - 2048, ¢ize 22°.

Poznamka:

Pre¢o sme rovnicu 2" = 2k + 2™m=1 + 2036 riesili tvahami o delitelnosti ¢islom 16? Bola to vhodna forma
rieSenia tejto rovnice prepisanej do dvojkovej stistavy (comu sme sa chceli vyhnut), v ktorej ma kazd4 mocnina
2 (dalej len ,mocnina“) zapis tvaru (100 ... 0),, zatial’ ¢o ¢islo 2036 ma 11-ciferny zapis (1111111 0100),. Aby
sme z neho pripocitanim dvoch mocnin dostali opat mocninu, je zrejmé, Ze zapis mensej pripocitanej mocniny
musi byt (100),, a tej vacSej potom (1000),, t. j. ide o mocniny uréené ich zvy$kami po deleni ¢islom 2 gize
16. Podobne vyuzijeme delitelnost’ ¢islom 16 aj pri veobecnej$ej rovnici 2* = 2036 + 2k~1 4 2i=1 4 pm-1
z nasledujiceho tretieho riesenia.

RieSenie 3:

Zachovajme oznacenie p, k, [, m, n z druhého rieSenia. Rovnako ako tam budeme predpokladat, Zea = b = c,
takze aj teraz bude platit k = | > m > 1. UkdZeme, ako je mozné vynechat odvodenie rovnosti k = [.

Keby prvocislo p bolo neparne, bol by neparny aj stcet &isel p* + p! + p™, ktory je viak podla tpravy
pk+pt+pm=(@+b)+(c+a)+(b+c)=2(a+b+c)
parny, a to je spor. Prvocislo p je teda parne, t. j. p = 2. Podla pouZitej ipravy navySe vidime, Ze
2" =2036+ (a+b+c)=2036+ %(zk + 2L 4+ 2™) = 2036 + 2k~ 4 2171 4 2m-1
Odtial’ podobne ako v druhom rieSen{ ziskame kongruenciu
2k-1 4 2=t 4 2m-1 =12 (mod 16),

tentoraz so suc¢tom troch mocnin dvoch na lavej strane, ktorych mozné zvysky po deleni ¢islom 16 su 1, 2, 4, 8, 0.
Rozborom moznosti pre sicet troch zvySkov zistime, Ze vzhladom na vztah k > [ > m zvysky mocnin z trojice
(2k=1,271,2m=1) tvoria jednu z trojic (4,4, 4), (8,2, 2) alebo (0,8,4).

e Nechjeto (4,4,4).
Vtedy 2k~ = 271 = 2™~1 = 4,z¢0hoa+ b =c+a = b + c = 8, odkial (a,b,c) = (4,4,4). Dosadenim
overime, Ze tato trojica vyhovuje zadaniu tlohy.

e Nech (2k71,2t71,2m=1) = (8,2, 2).
Vtedy 2= = 8a2!"1 = 2™~! = 2,0dkial a + b = 16 ac + a = b + ¢ = 4. To viak odporuje tomu, Ze
a+b<(c+a)+(b+c).

o Nech (2k71,2t71,2m71) = (0, 8, 4).
Vtedy rovnost 2" = 2k=1421=142m=1 4 2036 ziskava tvar 2™ = 2¥~1 + 2048, takze 2" > 2048 = 211, ¢ize
n > 12.Z rovnosti 2" = 2¥~1 + 211 preto vyplyva kongruencia 2¥=1 = 211 (mod 22), ktor4 je splnena
iba pre k = 12.Pre ¢islaa, b, c tak platia + b = 2k = 212, c+a =2 = 16ab + ¢ = 2™ = 8, ¢o opit’
odporuje tomu, Zea+ b < (¢ + a) + (b + ¢).

Zadaniu ulohy teda vyhovuje jedina trojica (a, b, ¢), a to (4, 4, 4).
Poznamka:

Predpokladajme, Ze ¢islaa + b,b + c,c + aaa + b + ¢ + 2036 (vSetky vacsie ako 1) st mocninami niektorého
prvocisla p a uved'me dalsi dokaz rovnosti p = 2.

KedZe lava strana rovnosti
2(@+b+c+2036)—(a+b)—(b+c)—(c+a)=4072

je delitel'na prvocislom p, z rozkladu 4072 = 23 - 509 vyplyva, Ze p je rovné jednému z prvocisel 2 alebo 509.
Pripustme, Ze p = 509. Po vydeleni uvedenej rovnosti ¢islom 509 potom dostaneme
5 a+b+c+2036 a+b b+c cH+a

509 509 509 509

Vsetky Styri zlomky v tejto rovnosti su celé ¢isla a sti¢asne mocniny 509, davaji teda po deleni 509 zvysky 0
alebo 1. Je preto zrejmé, Ze lava strana rovnosti neméZe davat po deleni 509 zvySok 8, ktory dava prava strana.
Tento spor uz dokazuje, Ze naozaj plati p = 2.




Pokyny:

V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastocné kroky nasledovne:

A
B1
B2
B3
B4
C1
C2
C3
C4
D1

D2
D3

Spravna odpoved' (aj bez odvodenia a skisky): 1 bod.

Odvodenie rovnosti p = 2 Gvahou o parite Cisel a, b, c: 2 body.

Odvodenie, Ze Cisla a, b, ¢ su parne, a prechod k vyrazu s ¢islom 1018: 1 bod.

Prechod k vyrazu s ¢islom 509 a pozorovanie, Ze kazdé jej rieSenie je trojica neparnych c¢isel: 1 bod.
DorieSenie vyrazu s ¢islom 509: 0 az 2 body podla miery tplnosti.

Zdbévodnenie, Ze aspoii dve z ¢isel a, b, ¢ sa rovnaji: 2 body.

Odvodenie rovnosti p = 2 za predpokladu z C1: 1 bod.

Odvodenie rovnice typu 2™ = 2% + 2™~1 + 2036: 1 bod.

VyrieSenie rovnice z C3: 0 az 2 body podla miery uplnosti.

Odvodenie p = 2 bez predpokladu, Ze aspon dve z Cisel a, b, ¢ sa rovnaju: 2 body, z toho 1 bod za zdévod-
nenie vztahu p € {2,509}.

Odvodenie rovnice typu 2™ = 2¥=1 + 2= 4 2m=1 } 2036: 1 bod.

VyrieSenie rovnice z D2: 0 aZ 3 body podla miery tplnosti.

Celkovo potom dajte maximum z bodov z A, zo stuctu bodov z B1, z B2, z B3 a z B4, zo suctu bodov z C1, z C2,
z C3 az(C4,azosuctubodovzD1,zD2azD3.




