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61. ro¢nik Matematickej olympiady
2011/2012 Riesenia tloh skolského kola kategorie A

1. V obore realnych cisel vyrieste sustavu rovnic
y + 3z = 423,
x4 3y = 4y5.
(Pavel Calabek)

Riesenie. Sc¢itanim, resp. od¢itanim oboch rovnic a Gpravou dostaneme

A3 .3
5 5. Tesp. 1 ) ) (1)
(z+y)=(z+y) (" —ay+y) 5@ —y) = (@ -y +ay+y°)
Ak z +y =0, tak dosadenim y = —z napriklad do prvej rovnice pévodnej ststavy

dostaneme 2z = 423, teda po tprave (222 — 1) = 0. Riesenim tejto rovnice st zrejme
hodnoty x =0 a z = i%\/ﬁ, mame tak prvé tri rieSenia sustavy: usporiadané dvojice
0,0, (3V2,—3v2) a (—3v2,3V?2).

Ak z —y = 0, tak dosadenim y = = do prvej rovnice dostaneme 4x = 423, &ize
x(z? — 1) = 0. Riesenim tejto rovnice st & = 0 a x = 1. Pre x = 0 dostaneme uZ skor
objavené riesenie (0,0), pre z = £1 mame dalsie dve rieSenia sustavy (1,1) a (-1, —1).

Ostéava rozobrat pripad, ked st oba vyrazy x4y, £—y nenulové. Pri tejto podmienke
mozeme rovnice odvodené na zaciatku uvedenymi vyrazmi vydelit a dostaneme stistavu

rovnic

1 =22 — 2y +4°%
1, ) (2)
5= Tt +xy+ys.
Z nej opit séitanim, resp. odéitanim oboch rovnic odvodime z? + y? = % axy=—=.
Na zéklade toho mame
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(:c—l—y)2:x2—|—y2+2a:y:1— n

tedaz+y = % alebo x+y = —%. Hodnoty neznamych x, y vieme potom podla Vietovych
vztahov dostat rieSenim kvadratickych rovnic

1 1 1 1
2 ——t—=-=0, resp. t2+-t—-=0.
2" 4 P oty
Kedze ich korenmi st ¢; o = % + %\/5, resp. t34 = —i + i\/g, dostavame Styri rieSenia

(t17 t2)7 (t27 tl)? (t37 t4)7 (t47 t3)
Zaver. Ststava ma spolu 9 réznych rieseni, st nimi usporiadané dvojice

(0,0), (%f—%ﬁ) (—%ﬁ,%ﬂ),(l,l), (-1,-1),

(1a134) (-ndels). o
CEVEEVANE RN Y]

4477 4 4 4

1



Z postupu vyplyva, ze vietky spliiaji pévodni stistavu, sktiska teda (pri tomto postupe)
nie je nutna.

Iné rieSenie. Ak |z| > 1, tak z prvej rovnice vyplyva |y| = |z|(42? — 3) > |z| > 1.
Z druhej rovnice nasledne rovnako odvodime |z| > |y|, ¢o je spor. Preto —1 < z < 1
a existuje ¢ v intervale (0, w) také, ze x = cost. Dosadenim do prvej rovnice dostaneme
y = 4cos®t —3cost = cos3t,! z druhej potom podobne x = 4 cos® 3t — 3 cos 3t = cos 9t.
Preto musi platif cost = cos 9¢, odkial po tprave

cos 9t — cost = 0,

9t 4+t 9t —t
—9249] 1 =0
sin 5 sin 5 ,

sin 5t sin 4t = 0. (4)

Preto 5t alebo 4t musi byt ndsobkom 7. Spolu s podmienkou 0 £ ¢t < 7 dostavame
rieSenia tvaru (cost, cos 3t) pre
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(Skuska ani v tomto pripade nie je nutnd.)

Iné rieSenie. Vyjadrenim y = 423 — 3x z prvej rovnice a dosadenim za y do druhej
dostaneme po Uprave

x + 3(42> — 32) = 4(42> — 32)3,
2562 — 57627 + 4322° — 1202% + 82 = 0, (5)
x(322° — 722° + 542* — 152% + 1) = 0.

Mnoho¢len v zatvorke po substittcii 22 = z prejde na mnoho¢len §tvrtého stupiia 3224 —
— 7223 + 5422 — 15z + 1, ktory mozeme rozlozit na stcin tak, Ze uhddneme jeho korene
1

z =1 az = 5 a nasledne ho vydelime prislusSnymi korefiovymi ¢initelmi. Odvodena

rovnica pre neznamu x tak prejde na tvar
2z(2x® — 1)(z® — 3)(162* — 122 + 1) = 0.

Doriegenim bikvadratickej rovnice 162% — 1222 + 1 = 0 (napriklad substittciou 2% = 2)
uz lahko ur¢ime vSetky rieSenia. S nimi

T € {o, +1, £1v2, i«/%ié\/g}

(treba sa presved¢it, ze vyraz pod odmocninou je pre kazdd kombinaciu znamienok
kladny). Ku kazdej z uvedenych deviatich hodnét x uz lahko dopocitame riesenie tvaru
(7,423 — 3x), skiska opét vzhladom na postup nie je nutna.

Za uplné vyrieSenie tlohy dajte 6 bodov, a to aj v pripade Ze rieSenia nie st uvedené presne v tvare

(3); staci aj tvar ako pri druhom alebo tretom uvedenom postupe alebo akykolvek iny podobny zéapis
obsahujuci vsetkych 9 rieseni.

! Na odvodenie rovnosti cos 3t = 4 cos3 t — 3cost staci pouzif znamy vzorec cos(a + b) = cosacosb —
— sinasinb.



Pri postupe ako v prvom uvedenom rieseni dajte po jednom bode za kazdy z rozkladov v (1) a po
jednom bode za rozbor situacie z +y = 0, resp.  —y = 0, spolu v8ak najviac 3 body. Stvrty bod dajte
za prepis na sustavu (2), piaty bod za urcenie oboch hodnét = + y = :I:% axy = —% a Siesty bod za
spravne vyrieSenie kvadratickych rovnic.

Pri druhom postupe dajte 1 bod za dokaz, ze —1 < z < 1, dalsi bod dajte za substiticiu z =
= cost. Treti bod je za odvodenie y = cos 3t, $tvrty bod za rovnicu cost = cos 9t a posledné 2 body
za jej kompletné vyrieSenie v intervale (0, 7) (tieto 2 body mozno rozdelit, napr. za odvodenie (4) bez
nasledného néjdenia rieSeni mozno udelit piaty bod).

Pri trefom postupe len za vyjadrenie y = 4x3 — 32z a dosadenie do druhej rovnice bez dalej
upravy nedavajte ziadny bod — prvy bod dajte az za bezchybnu upravu na tvar (5). Po jednom bode
dajte za vynatie pred zatvorku kazdého z ¢initelov x, (22 — 1), (22 — %) (resp. za najdenie prislusnych
koreriov a znizenie stuptia mnohoclena, ktorého korene hladdme). Posledné dva body dajte za vyrieSenie
bikvadratickej rovnice.

Ak ziak (pri akomkolvek sprdvnom postupe) nendjde vSetkych 9 rieseni, dajte najviac 5 bo-
dov. Tolko dajte aj v pripade, ze ziak riesi sustavu dosledkovymi (neekvivalentnymi) apravami (t.].
z postupu jednoducho nevyplyva, Ze nijdené riesenia naozaj spliiaju pévodnu sustavu), najde vsetky
rieSenia, ale neurobi sktsku. (Bod za chybajacu skGsku strhnite iba v pripade, ze inak je postup
bezchybny.)

2. V rovine uvazujme lichobeznik ABCD so zdkladniami AB a CD a oznacme M stred
jeho uhlopriecky AC. Dokazte, Ze ak majiu trojuholniky ABM a ACD rovnaké obsahy,
tak su priamky DM a BC' rovnobezné. (Jaroslav Svréek)

Riesenie. Usecka BM je faznicou v trojuholniku ABC, deli ho teda na dva trojuhol-
niky s rovnakym obsahom. Podla zadania mé jeden z tychto trojuholnikov rovnaky
obsah ako trojuholnik ACD. Preto méa trojuholnik ABC dvakrat vicsi obsah ako
trojuholnik ACD. Tieto trojuholniky maja pritom zhodné vysky na strany AB, C'D
(ktoré sa zhoduju s vyskou uvazovaného lichobeznika). Vzhladom na ich obsahy teda

plati |AB| = 2|CD|.
E D C
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Obr. 1

Na priamke C'D uvazujme taky bod E, ze D je stredom tsecky CE (obr.1).
Z odvodenej rovnosti |AB| = 2|CD| vyplyva zhodnost tse¢iek CE a AB. Stvoruholnik
ABCE je preto rovnobeznik a bod M (ako stred jeho uhlopriecky AC) je sucasne
stredom jeho uhloprie¢ky BE. Usetka DM je teda strednou prie¢kou v trojuholniku
BCE, ¢ize je rovnobeznéa s jeho stranou BC, ¢o sme chceli dokazat.

Pozndmka. Dokaz rovnobeznosti priamok DM a BC mozno podobne urobit s vyuzitim
stredu F' zédkladne AB uvazovaného lichobeznika ABCD (¢im vznikne rovnobeznik
AFCD). Ingm moZnym postupom je zostrojit prieseénik G priamok AD a BC' a vyuzit
vlastnosti strednych priecok v trojuholnikoch ABG a CGA.

Za Uplné vyriesenie ulohy dajte 6 bodov, z toho 1 bod za pozorovanie, Ze trojuholnik ABC méa
oproti trojuholniku ACD dvojnasobny obsah, dalsie 2 body za odvodenie rovnosti |AB| = 2|CD)|
(alebo rovnosti |AF| = |CD| vyplyvajucej z toho, ze trojuholniky AFM a CDM maji zhodné vysky
z vrcholu M), 1 bod za objav rovnobeznika ABCFE (alebo rovnobeznika AFCD) a posledné 2 body
za dokaz rovnobeznosti DM, BC.



3. Ndjdite vsetky prirodzené cisla n, pre ktoré je sucin (2" + 1)(3" + 2) delitelny
¢islom 5". (Jan Mazak)
RiesSenie. Skimajme pre ktoré hodnoty n s jednotlivé cinitele zadaného sucinu
delitelné piatimi. VypiSeme ¢initele pre malé hodnoty n a vypiSeme tiez ich zvysky
po deleni piatimi.

n| 1 2 3 4 5 6 7 8
2"4+1 1 3 5 9 17 | 33 | 65 | 129 | 257

zvysok po deleni 5 | 3 0 4 2 3 0 4 2
3"+2 1 5 11 | 29 | 83 | 245 | 731 |2189|6 563

zvySok po deleni 5 | 0 1 4 3 0 1 4 3

Ako mozno uhadnut z tabulky, postupnost zvyskov ¢initela 2" +1 po deleni piatimi
je tvorend Stvoricou 3, 0, 4, 2, ktora sa periodicky opakuje. Dokdzat to mozeme napriklad
tak, Zze ukaZeme, Ze ¢isla 2" + 1 a 2"** + 1 davaju pre kazdé prirodzené n po deleni
piatimi rovnaky zvySok, teda Ze ich rozdiel je delitelny piatimi:

(ML) — (@4 1) =2t 9 =22t — 1) =5-3. 2",
Podobne postupnost zvyskov ¢initela 3™ + 2 po deleni piatimi tvori periodicky sa
opakujuca stvorica 0, 1, 4, 3, lebo rozdiel

(3" 4+2) (3" +2)=38""* - 3" =3"(3* ~ 1) =5-16-3"

je pre kazdé prirodzené n delitelny piatimi.

7 uvedeného vyplyva, ze 2™ + 1 je delitelné piatimi len pre n = 2,6, 10, ..., zatial

¢o 3" 4 2 je delitelné piatimi len pre n = 1,5,9,..., ¢ize pre ziadne n nie su piatimi
delitelné oba ¢initele zadaného sucinu. Aby bol teda sucin delitelny ¢islom 5™, musi
nim byt delitelny jeden z ¢initelov. Avsak pre kazdé n = 2 je zrejme 5™ > 3" + 2 a tiez
5" > 2™ 4+ 1, takZze 5" nemdze delit ani jedného z ¢initelov. Jedine pre n = 1 méame
5! = 3! 4+ 2. Preto jediné vyhovujtce ¢islo je n = 1.
Za uplné vyriesenie tlohy dajte 6 bodov. Po jednom bode (spolu dva body) dajte za objav postupnosti
zvyskov po deleni piatimi pre kazdy d¢initel (body udelte aj v pripade, Ze rieSitel len bez dokazu
prehlési, Ze postupnosti si periodické, nakolko tato skutoénost je dostatoéne evidentna a znidma),
resp. za akékolvek sprévne zdovodnenie, ze 5 | 2" + 1 len pre n tvaru 4k +2 a 5 | 3" + 2 len pre n
tvaru 4k + 1. Dalsie dva body dajte za Gvahu, ze 5" musi delif jedného ¢initela; piaty bod dajte za
zd6vodnenie, Ze pre n 2 2 to nie je mo#né (pritom zrejmé nerovnosti 5" >3"+2ad™>2"+1 nie je
nutné zdoévodiovat); posledny bod za uvedenie spravnej odpovede n = 1. Ziak, ktory bez akéhokolvek
zddvodnenia iba prehlési, Ze jediné vyhovujace je n = 1, dostane 1 bod. Ak ziak povazuje za prirodzené
¢islo aj n = 0 a uvedie ho tiez v odpovedi, body nestrhajte.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené rieSenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe tak, aby zasielka bola doruc¢end pred Vianocami. Odportca sa odoslat ich najne-
skor 17. decembra 1. triedou.
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