MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RieSenia uloh domaceho kola kategorie B

1 Na tabulu napiSeme desat navzajom roznych kladnych celych ¢isel. V kazdom kroku najskér podciarkneme
kazdé cislo, ktoré nie je sictom Ziadnych dvoch réznych ¢isel napisanych na tabuli, a potom vSetky podciarknuté
Cisla zotrieme.

a) Dokazte, ze pre l'ubovolnych desat napisanych ¢isel zostane po konecnom pocte krokov tabula prazdna.

b) Urcte najvacsi pocet krokov, po ktorych vykonani eSte nemusi zostat tabula prazdna. Uved'te priklad desia-
tich Cisel, pre ktoré tento pocet dosiahneme.

(Patrik Bak)

RieSenie:
a) Vsetky ¢islanatabuli si podlazadania kladné arézne. V kazdom kroku preto urcite pod¢iarkneme najmensie
¢islo na tabuli a - pokial nie je na tabuli jediné - aj druhé najmensie, lebo ani ono sa neméZe rovnat suctu

dvoch réznych Cisel na tabuli. KedZe v kazdom kroku tak nejaké ¢islo zotrieme, po kone¢nom pocte krokov
bude tabula prazdna, ako sme mali dokazat.

b) Najskor poznamenajme, Ze tabula zostane prazdna po najviac 5 krokoch. To je podla ¢asti a) zrejmé, ak v ziad-
nom kroku nebude zotreté iba jedno Cislo. Krok s jednym zotretym Cislom vS§ak mdze byt iba jeden, a to ten
posledny, predchadzajticich krokov vtedy vsak nemoéze byt viac ako 4.

Teraz uvedieme priklad desiatich vychodiskovych cisel, pre ktoré tabula po Stvrtom kroku este prazdna ne-
bude. To urcite nastane, ak v kazdom zo Styroch krokov budu zotreté len dve cisla (tie najmensie). (V jednom
z nich by mohli byt zotreté aj tri ¢isla, ale tito moZnost pri nasej konstrukcii neuvazujeme.) Na to musi byt
kazdé vacsie ¢islo (t.j. od tretieho najmensieho) vzdy rovné stctu dvoch roznych (mensich) cisel, ktoré sa na
tabuli doposial' nachadzaju. To nas motivuje uvazit postupnost kladnych celych ¢isel, v ktorej je kaZdé nasle-
dujuce cislo rovné suctu dvoch predchadzajicich. Ak zvolime napriklad za prvé dve ¢isla 1 a 2, bude tretie
Cislo 1 + 2 cize 3, Stvrté 2 + 3 ¢ize 5 atd. VypiSme prvych desat tychto cisel (ktoré sa nazyvaja Fibonacciho):

1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89.

Ak budu na zaciatku napisané na tabuli prave tieto Cisla, tak v kazdom zo Styroch krokov zrejme zotrieme
iba dve cisla. Potvrdme to aj zapisom tychto krokov:

(1,2,3,5,8,13,21,34,55,89) — (3,5,8,13,21,34,55,89) - (8,13,21,34,55,89)
- (21,34,55,89) - (55,89).

Hladany najvacsi pocet krokov je teda 4.

2 anaéme M pocet vSetkych moZnych vyplneni tabul'ky 3 X 3 navzajom réznymi prirodzenymi éisla{ni od1do9.
Dalej oznacme N pocet takychto vyplneni, kde st navyse sucty vSetkych ¢isel v kazdom riadku aj stlpci neparne
¢isla. Urcte hodnotu N : M.

(Jaromir Sima)
RiesSenie:
Pocet M vsetkych moznych vyplneni tabul'ky 3 x 3 ¢islami od 1 do 9 je zrejme 9!.

Aby sme urcili pocCet N, zaoberajme sa najskor otazkou, ako v tabul'ke 3 X 3 vybrat pozicie pre parne a neparne
¢isla, aby vyplnena tabul’ka mala sticet troch ¢isel v kazdom riadku aj stipci neparny. Pozicie pre neparne ¢isla
oznacime n, pozicie pre parne p.

Uvedomme si, Ze sucet troch cisel je neparne prave vtedy, ked medzi s¢itancami je bud’ jedno neparne, alebo
tri neparne. Preto je nejaké vyplnenie tabul'ky vyhovujiice prave vtedy, ked v lubovolnom riadku aj stipci je
bud’ jedno, alebo tri n. KedZe medzi ¢islami od 1 do 9 je pat n (a Styri p), si pocty n v jednotlivych riadkoch
zrejme rovné 1, 1, 3 (v akomkolvek poradi). To isté plati pre poéty n v jednotlivych stipcoch. Oboje nastane
prave vtedy, ked vietkych pat’ n vypliia zjednotenie jedného riadka a jedného stipca (vietky $tyri poli¢ka mimo
tohto zjednotenia potom vypliiiaju p).

Ked%e riadok s tromi n je moZné vybrat' 3 spdsobmi a rovnako tak stipec s tromi n je mozné vybrat’ 3 spdsobmi,
existuje prave 3 - 3 ¢ize 9 vyhovujucich vyplneni tabul'ky 3 X 3 piatimi n a Styrmi p. Pri kazdom takom vyplneni



potom pat znakov n mdZeme nahradit ¢islami 1, 3, 5, 7, 9 prave 5! spésobmi, Styri znaky p potom c¢islami 2,
4, 6, 8 prave 4! sp6sobmi. Na nahradenie vSetkych znakov v jednej tabul'ke tak mame 5! - 4! moZnosti, pritom
vychodiskovych tabuliek je 9. Odtial' uz vychddza N = 9 - 5! - 41

Potom
N 9-5!-4!_ 9.5!.24 1

M 9l 51.6-7-8-9 14

Poznamka:

V nasom rieseni sme vlastne postupovali tak, Ze sme kazdé vyplnenie tabul'ky 3x 3 ¢islami od 1 do 9 ,zakédovali”
ako tabul'ku 3 x 3 vyplnenu piatimi n a Styrmi p, podla ktorej je mozné rozhodnt, ¢i je vychodiskové vyplnenie
vyhovujuce (alebo nie). Je zrejmé, Ze jedna taka tabulka s piatimi n a Styrmi p zodpoveda rovnakému poctu
vychodiskovych vyplneni (v rieSeni sme ten pocet 5! - 4! urcili). Hladany pomer N : M by sme preto mohli
hladat’ ako pomer mensSich ¢isel N’ : M', kde M’ je polet vSetkych rozmiestneni piatich znakov n do poli¢ok
tabul'ky 3 x 3 a N’ je pocet ich vyhovujicich rozmiestneni. Z kombinatoriky je zname, Ze

M= 9 _9-8-7-6-5_9 14
~\5) 5-4-3.2-1
a z nasho rieSenia vieme, Ze N’ = 9. Tym padom

N N’ 9 1

M- M T 9-14 14

Urcte vSetky dvojice (a, b) realnych cisel také, ze kazda z rovnic

a(x®>+ax+b) +b(x?+bx+a) =0,
ax?*+bx+a)+b(x*+ax+b)=0

je kvadraticka rovnica s dvojndsobnym koretiom.

(Jaroslav Svréek)
RieSenie 1:
Obe zadané rovnice upravime na Standardny tvar

(a+ b)x? + (a® + b®)x + 2ab = 0,

resp.
(a + b)x? + 2abx + (a? + b?) = 0.
Vidime, Ze v pripade a + b = 0 nie st tieto rovnice kvadratické, ¢o odporuje zadaniu. Plati teda a + b # 0.

Ako vieme, kvadratické rovnice majii dvojndsobné korene prave vtedy, ked’ st ich diskriminanty nulové. V pri-
pade nasich rovnic tak dostaneme stistavu rovnic

(a®> +b*)%2 —4(a+b)-2ab =0,
(2ab)? — 4(a + b)(a? + b?) =0,
ktoru prepiSeme na tvar
(a? + b%)? = 8(a + b)ab,
(a + b)(a® + b?) = a®b>.
Vynasobme prvi rovnicu vyrazom a? + b? (nenulovym vdaka podmienke a + b # 0). Dostaneme rovnicu
(a? + b*)3 = 8(a? + b?)(a + b)ab.

Podla druhej rovnice potom
(a? + b?)3 = 8a®h3,
a po upravach
(a? + b?)3 = (2ab)3,
a® + b? = 2ab,
(a—b)? =0,



¢o nastane len v pripade a = b. Z toho uz dostavame
(a? + a*)? = 8(a + a)a?,
po Uprave
a®(a—4)=0.

Vychadzaju tak len dve moZnosti - dvojica (a, b) je bud' (0, 0), alebo (4, 4). Kede dvojica (0, 0) odporuje odvo-
denej podmienke a + b # 0, ostava len dvojica (4,4). T4 je naozaj rieSenim naSej tlohy, pretoZe vtedy st oba
uvazované diskriminanty nulové.

Poznamka:

Aj ked’ to nie je nevyhnutné, poznamenajme, Ze v pripade a = b = 4 majud obe rovnice zo zadania po Gprave na
ten isty tvar 8x2 + 32x + 32 = 0, ¢o je rovnica s dvojndsobnym koretiom —2.

RieSenie 2:
Opét vyjadrime zadané rovnice v Standardnom tvare
(a+ b)x? + (a®? + b¥)x + 2ab =0,
(a + b)x? + 2abx + (a? + b?) = 0.
a poznamenajme, Ze musi platit a + b # 0, aby i$lo o kvadratické rovnice. Namiesto pocitania s diskriminantmi
teraz vyuZijeme iny znAmy poznatok o tom, Ze kvadraticka rovnica px? + gx + r = 0 ma dvojnasobny korei t
prave vtedy, ked px? + qx + r = p(x — t)?. NaSou ulohou je tak néjst’ prave tie dvojice (a, b), kdea +b # 0 a
(a+ b)x? + (a® + b>)x + 2ab = (a + b)(x + u)?,
(a+ b)x? + 2abx + (a®> + b?) = (a + b)(x + v)?

s vhodnymi redlnymi ¢islami u, v (dvojndsobnymi korefimi rovnic potom budu ¢éisla —u, resp. —v). KedZe rovnos-

ti koeficientov pri mocninach x2 st v oboch tychto rovniciach splnené automaticky, sta¢ ekvivalentne vypisat’

a dalej uvaZovat’ iba rovnosti koeficientov pri mocninach x* a x°:

a’? +b%? =2(a+ b)u,
2ab = 2(a + b)v,
resp.
2ab = (a + b)u?,
a’ + b% = (a + b)v2.

Najprv si uvedomime, Zze z a + b # 0 vyplyva a? + b? # 0, teda plati aj u,v,a,b # 0. Porovnanim dostavame
rovnice 2u = v? au? = 2v. Ich vynasobenim dostaneme 2u3 = 2v3, ¢ize u = v, a preto z 2u = v? vzhladom na
u # 0 mame u = v = 2. Z toho

a? + b? = 4(a + b) = 2ab.
Z rovnosti krajnych vyrazov véak mame (a — b)?> = 0,t.j. a = b, tak¥e 4(a + b) = 2ab znamena 8a = 2a?,
odkial uz vzhladom na a # 0 dostavame jedint vyhovujicu dvojicu (4, 4).
Poznamka:

Ani pri tomto rieSenf nie je skuska nutna.

V konvexnom patuholniku ABCDE plati BC || ED, AE || CD, |<BAD| = |XEAD| a |«CBD| = |«ABD|. Dokéazte,
7e |CD| = |ED|.

(Patrik Bak)
RieSenie 1:
KedZe priamky BC, CD su r6znobeZné a podla zadania plati AE || CD, priamky BC a AE sd roznobeZné. Oznac-

me P ich priesecnik. Zo zadanych podmienok rovnobeznosti vyplyva, Ze PCDE je rovnobeznik, v ktorom je A
vnutorny bod strany PE a B je vnutorny bod strany PC.
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NaSou tlohou je dokazat rovnost |CD| = |ED]|, t. j. ukazat, Ze zostrojeny rovnobeznik PCDE je kosoStvorec.
VyuZijeme na to zndmy vzorec pre obsah rovnobeZnika, podla ktorého staci overit, Ze vySky z vrcholu D na strany
PC a PE st zhodné (potom st totiz zhodné aj tieto susedné strany rovnobeznika). Inak povedané, mame overit,
Ze bod D ma rovnaku vzdialenost od priamok BC a AE. Z rovnosti |BAD| = |«DAE| v$ak vyplyva, Ze bod D
leZi na osi konvexného uhla BAE, takze ma bod D rovnaku vzdialenost od priamok AE a AB. Podobne z rovnosti
|«CBD| = |«DBA| vyplyva, Ze bod D ma rovnaku vzdialenost od priamok AB a BC. Dokopy dostavame, Ze bod
D ma rovnakd vzdialenost od priamok BC a AE, ako sme chceli ukazat.

RieSenie 2:
Rovnako ako v prvom rieSeni uvazime rovnobeznik PCDE a inym spdsobom overime, Ze to je kosostvorec.

Namiesto vzorca pre jeho obsah vyuzijeme poznatky o kruzniciach pripisanych stranam vSeobecného trojuhol-
nika.
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V prvom rieseni sme vysli z toho, Ze bod D lezi na osiach konvexnych uhlov BAE a ABC. Inak vyjadrené, bod
D lezi na osiach vonkajsich uhlov pri vrcholoch A a B trojuholnika APB. KruZnica pripisana jeho strane AB ma
teda stred prave v bode D, takze D lezi tieZ na osi (vnutorného) uhla pri vrchole P tohto trojuholnika. Tento
uhol APB je vSak totozny s uhlom E PC, takZe vrchol D rovnobeZnika PCDE leZi na osi jeho vnutorného uhla pri
vrchole P, ide preto naozaj o kosoStvorec.

RieSenie 3:
Na obrazku st vyznacené uhly «, § a y urcené rovnostami
a = |&XBAD| = |<DAE]|,
B =|«<CBD| = |&DBA],
y = |«DCB| = |XAED|
(zhodnost dvojice uhlov DCB a AED plati vdaka rovnobezZnostiam zo zadania).
E D




Pouzitim sinusovej vety v trojuholnikoch BCD, ADE a ABD dostaneme postupne rovnosti

|[BD| siny
D] ~ sing’
|IDE| sina
|AD| - siny’
|AD| sinf
|BD| " sina’
Vynasobenim tychto troch rovnosti dostaneme % = 1,t.j. |CD| = |ED|, ako sme mali dokazat.

RieSenie 4:

Obraz C' bodu C v osovej simernosti podla priamky BD leZi na polpriamke BA tak,Ze |C'D| = |CD|a|«DC'B| =
|«DCB|.Podobne obraz E’ bodu E v osovej simernosti podla priamky AD leZi na polpriamke AB tak, Ze |E'D| =
|[ED| a |<DE'A| = |<DEA.

C

Ak je C' = E', sme hotovi, lebo vtedy |[CD| = |C'D| = |E'D| = |ED|. Rovnaka séria rovnosti plati aj v pripade
C' # E', pretoZe trojuholnik DC’'E’ ma zhodné uhly pri vrcholoch C' a E'. Z rovnobeznosti BC || ED a AE ||
CD totiz vyplyva zhodnost uhlov DCB a DEA, a teda aj uhlov DC'B a DE'A, ktoré st oba vnutorné alebo oba
vonkaj$ie uhly trojuholnika DC'E - keby jeden z ich bol vnitorny uhol a druhy vonkajsi uhol, mal by ten prvy
mensSiu vel'kost.

Poznamka:

Upozornime, Ze body 4, B, C', E' m6zu lezat’ na priamke v inych poradiach ako na obrazku, preto sa nestaci
odkazat na to, o je z (jedného) obrazku ,,vidno“

RieSenie 5:

KedZe CD a ED st réznobeZky, aj s nimi rovnobeZné AE a BC st réznobezky. Nech F je ich priese¢nik. Nech G a H
su body také, Ze oba trojuholniky BDG a HDA su (pri zachovani poradia oznacenia vrcholov) sihlasne podobné

s trojuholnikom BAD, koeficienty tychto podobnosti ozna¢me k a l. Podla podmienok zo zadania potom G leZzi
na polpriamke BC a H na polpriamke AE.

Z tychto podobnosti
|*GDH| = |«GDB| + |«BDA| + |*ADH| = |«DAB| + |«BDA| + |«ABD| = 180°,
bod D teda lezi na tsecke GH.
Opaét z tychto podobnosti
|*FGH| = |«BGD| = |«BDA| = |*DHA| = |<GHF]|,

trojuholnik FGH je teda rovnoramenny so zakladnou GH.

Opat z tychto podobnosti mame
|GD| = k|AD| = kl|AB|



a analogicky
|[HD| =1|DB| = lk |AB|,
z ¢oho |GD| = |HD].

Zhrnutim dostavame, Ze D je stred GH, takZe FGH je simerny podla osi FD. Potom uhlopriecka FD rozpoluje
uhol rovnobeznika CDEF, je to teda kosoStvorec. Z toho uz vyplyva |[CD| = |ED|.

a) Pre kazdé prvocislo p uvedte priklad kladnych celych &isel a, b, c takych, ze ab = c>aa + b — 2¢c = p.
b) DokaZte, Ze pre ak a, b, c su kladné celé ¢isla také, Ze ab = c?,taka+ b+ 2c je zloZené ¢islo.
(Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
a) Sku$anim malych hodndt a, b, c m6Zeme ndjst napriklad trojicu (4, 1, 2), ktora vyhovuje podmienke ab = c?
a zarovei pre nu plati rovnost a + b — 2¢ = 1. Ak teraz vynasobime kaZzdé z tychto ¢isel a, b, ¢ danym pr-

vocislom p, podmienka ab = c? zostane zachovana a hodnota vyrazu a + b —2c sa zmeni z 1 na p. Dostavame
tak priklad trojice (4p, p, 2p), ktora ma pozadované vlastnosti.

b) Oznacme d najvacsi spolo¢ny delitel’ ¢isel a, b. Potom a = a’d ab = b'd, pricom a’ a b’ st nesudelitelné
kladné celé ¢isla. Kedze ab ma byt druhou mocninou kladného celého &isla ¢, z rovnosti ¢? = ab = (a’'b’)d?
vyplyva, Ze aj a’b’ musi byt druhou mocninou kladného celého ¢isla. To znamend, Ze samotné ¢isla a’, b’
musia byt druhymi mocninami nejakych kladnych celych ¢isel w a v, t.j. a’ = u? a b’ = v2. Plati teda
a = u?d ab = v?d. Po dosadeni do rovnosti ab = c¢? dostaneme (uvd)? = c?, odkial ¢ = uvd. Kazdé
rieSenie (a, b, ¢) rovnice ab = c? v obore kladnych celych ¢isel ma tak tvar (u?d, v2d, uvd). Plati teda

a+b+2c=u%d+v%d + 2uvd = (u + v)?d.
KedZze u,v = 1, platiu + v > 2. Cislo (u+ v)2 Cize a + b + 2c je teda zloZené, ¢o sme mali dokazat.

Poznamka:

Mozno dokazat, Ze kazda trojica (a, b, ¢) vyhovujica zadaniu Casti a) je dana vztahmi

{a,b} = {(n + 1)%p,n*p}

c=n(n+1)p,

pricom n je l'ubovolné kladné celé ¢islo. Napriklad v pripade n = 1 dostavame za podmienky a > b trojicu
RieSenie 2:

Najprv dokdzeme tvrdenie z Casti b), a to sporom. Uvedomme si, Ze ¢islo a + b + 2c je aspon 4, takze nie je
zloZené prave vtedy, ked’ je prvocislo. Pripustme teda, Ze existuje niektora trojica (a, b, ¢) a prvocislo p také, ze
a+b+2c=p.Potoma+b =p — 2c, odkial umocnenim a vyuzitim rovnosti ab = c? dostaneme

(a+b)? =p? —4pc + 4c? = p? — 4pc + 4ab,
a? + 2ab + b? = p% — 4pc + 4ab,
a? — 2ab + b? = p? — 4pc,
(a—b)? =p(p — 40).
Prvocislo p je teda delitelom ¢isla a — b. Ak by sa vSak kladné ¢isla a, b navzajom liSili o nenulovy nasobok ¢isla

p,malibysmea + b + 2c > a + b > p, ¢o by bol spor. Preto plati a = b, takZe z rovnosti ab = c? vyplyva
a =b = c.PotomvSakp = a + b + 2¢ = 4c, teda prvocislo p je ndsobkom 4 a to je spor.

Podobnym postupom moZeme aj pre &ast’ a) hladat’ k danému prvoéislu p trojicu (a, b, ¢) spliiajicu rovnost
a+ b — 2c = p.]ej upravou tentoraz dostaneme (a — b)? = p(p + 4c). Odtial opat vyplyva, Ze &isla a, b sa lisia
o nasobok ¢islap, t.j. a = b + kp pre vhodné celé ¢islo. Po dosadeni za a do rovnosti a + b — 2c = p dostaneme
po uprave 2(c — b) = (k — 1)p. Vidime, Ze v pripade k = 3 bude rovnost 2(c — b) = (k — 1)p splnend, pokial
bude platit ¢ — b = p, t.j. ¢ = b + p. Po dosadeni do rovnosti ab = c? dostaneme
(b +3p)b = (b +p)?
b? + 3bp = b? + 2bp + p?,
bp = b?,
p =Db.
Dostavame tak vyhovujucu trojicu (4p, p, 2p).




6 Dany je trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole B. Ozna¢me [ stred kruznice jemu vpisanej, M stred pre-
pony AC a X priesecnik priamky IM s priamkou BC. Dokazte, Ze ak lezia body B, I, M, C na jednej kruznici, tak
trojuholnik ABX je rovnoramenny.

(David Hruska)
RieSenie 1:
KedZe trojuholnik ABX je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole B a mame dokazat, Ze je navySe rovnoramenny,
je nasim cielom odvodit’ rovnost |AB| = |BX]|.

Oznacme k kruznicu, na ktorej podla zadania lezia body B, I, M a C, a to zrejme v tomto poradi. Podla vety o ob-
vodovych uhloch st uhly BIC a BMC nad tetivou BC kruZnice k zhodné. Ich velkosti teraz vyjadrime pomocou
vel'kosti a vnutorného uhla pri vrchole A trojuholnika ABC, aby sme potom ich porovnanim uhol a ur¢ili.

Podla Talesovej vety je bod M stredom kruZnice opisanej pravouhlému trojuholniku ABC, teda vdaka vete o ob-
vodovom a stredovom uhle plati |*BMC| = 2a. Dodajme eSte jeden dosledok Talesovej vety, ktory vyuzijeme
za chvilu: Rovnosti |[MA| = |MB| = |MC| znamenaju, Ze oba trojuholniky ABM a BCM st rovnoramenné.

Na urcenie vel'kosti uhla BIC vyuzijeme to, Ze polpriamky B[ a CI st osami vnutornych uhlov trojuholnika ABC.
Preto pri Standardnom oznaceni ich vel'kosti dostavame

|<BIC| = 180° LY PR
= Zﬁ Zy— S

(Nie je podstatné, Ze B = 90°, odvodeny vzorec pre |&BIC| plati pre kaZdy trojuholnik ABC.)
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Zhodnost uhlov BIC a BMC teda znamenj, Ze plati 2a = 90° + %a, ¢ize @« = 60°. Rovnoramenny trojuholnik

ABM je teda rovnostranny:
|AB| = |BM| = |[MA],

zatial' ¢o druhy rovnoramenny trojuholnik BCM ma pri zadkladni BC vnatorné uhly vel'kosti y, t.j. 90° — a, t. .
30°.
Urcené uhly teraz vyuZijeme na vypocet niektorych dalSich uhlov v tetivovom Stvoruholniku BCMI s opisanou
kruZnicou k. Z rovnosti [«BCM| = 30° a |«<IBC| = 45° dostdvame
1
|«BMI| = |«BCI| = E|<BCM| = 15°,
|«CMI| =180° — |«xIBC| = 135°.

Tym padom
[«BCM| + |«CMI| = 30° + 135° = 165° < 180°,

odkial vyplyva, Ze bod X zo zadania tlohy je spolo¢nym bodom polpriamok CB, MI a Ze v trojuholniku CMX
plati |[«MXC| = 180° — 165° = 15°. VSimnime si eSte, Ze bod B je vnutornym bodom usecky CX, lebo vdaka
konvexnosti BCM1I leZi v polrovine MIC. Preto plati

|«MXB| = |«MXC| = 15°

|«BMX| = |«BMI| = 15°.

Trojuholnik BMX je teda rovnoramenny so zakladiiou MX, takze |BM| = |BX|. Zhrnutim dostavame |AB| =
|BX].



RieSenie 2:
Nech P, Q su paty kolmic z I postupne na strany AC, AB.

P

Tetivy Bl a IM kruZnice opisanej Stvoruholniku BIM C prislichajice zhodnym uhlom BCI a MCI su tiez zhodné.
Kedze |QI| = |PI|, pravouhlé trojuholniky MIP a BIQ st (pri tomto poradi vrcholov) podla vety Ssu zhodné,
ateda |QB| = |PM|. Preto

|AB| = |AQ| + |@B| = |AP| + |PM| = |AM]|.

KedZe M je stred Talesovej kruznice nad priemerom AC a uhol ABC je pravy, B lezi na tejto kruznici, a teda
|[MA| = [MB|. Zhrnutim dostavame, Ze MAB je rovnostranny.

Vyjadrime vel'kosti uhlov trojuholnika MBX:

|«MBX| = |<*MBA| + |%ABX| = 60° + 90° = 150°,

1 1
|<BMX| = |«BMI| = |<MBI| = |<MBA| — |<IBA| = |<MBA| - 5 |<ABC| = 60" — 5 - 90" = 15",

z ¢oho
|«BXM| = 180° — |<MBX| — |«BMX| = 180° — 150° — 15° = 15°.

To vSak znameng, Ze trojuholnik MBX je rovnoramenny so zakladtiou MX. Z toho uz dostdvame
|BX| = |BM| = |BA|,

takZe trojuholnik ABX je rovnoramenny.




