MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RiesSenia uloh Skolského kola kategorie C

1 Kol’ko zo 72 zlomkov
o-0 1-1 2-2 3-3 71-71

72° 71’ 70" 69 U 1

ma celociselnti hodnotu?

(Josef Tkadlec)
RieSenie:
Ak ozna¢ime d menovatel jedného zo zlomkov, tak jeho ¢itatel je rovny (72 — d)2. Zlomok potom pre kazdé
uvazované d z mnoziny {1, 2, ..., 72} mdZeme upravit nasledovne:

(72—-d)? 722-2-72-d+d* 72? 2724 d
d - d T d ‘

Tak4 hodnota je celé &islo prave vtedy, ked' ¢islo d je delitelom ¢isla 722. Zostava tak zistit, kol'ko ma ¢&islo 722
kladnych delitelov rovnych najviac 72. Vykoname to dvoma réznymi sposobmi:

1 Cislo 722 ¢ize (8- 9)? ¢&ize 2° - 3* ma celkovo (6 + 1) - (4 + 1) ¢ize 35 kladnych delitelov, pretoZe to si prave
¢isla tvaru 22 - 3%, kde a € {0,1,2,3,4,5,6}ab € {0,1,2,3,4}. VSetky tieto Cisla, ktoré pritom su najviac
rovné 72, vypiseme. Urobime to systematicky, a to tak, Ze do prvého riadka zapiSeme ¢isla s rozkladom 2¢
(az do 2°, lebo 2° = 64 < 72), do druhého ¢isla s rozkladom 2¢ - 3, do tretieho ¢isla s rozkladom 2¢ - 32,
do $tvrtého ¢isla s rozkladom 2¢ - 33 a do piateho ¢&isla s rozkladom 2 - 33:

a 0 1 2 3 4 5 6

29 1 2 4 8 16 32 64

2¢.3 | 3 6 12 24 48 (25-3=96>72)
2¢.32| 9 18 36 72 (2% 3% = 144 > 72)
20.33 | 27 54 (22-3% =108 > 72)
20 .34 (2°-3* =81 > 72)

Vidime, Ze hladany pocet delitelovje 7 + 5 + 4 + 2 ¢iZe 18.

2 Tentoraz delitele ¢isla 722, ktoré neprevysuju 72, nebudeme vypisovat. VyuZzijeme pritom iba vy3sie uve-
deny poznatok, Ze vietkych delitelov ¢isla 722 je 35. Jednym z tychto delitelov je ¢islo 72. Ak je d l'ubovolny
z delitelov mensich ako 72, tak aj 722/d je delitel' 722, ale je va&si nez 72. Naopak, kazdému delitelu e
vidsiemu neZ 72 bude zodpovedat’ delitel' 722 /e, ktory je mensi nez 72. Vidime, Ze delitelov ¢&isla 722
mensSich ako 72 je prave tol'ko, kol'ko ich je vac¢sich ako 72. Dokopy ich je 35 — 1 liZe 34, takZe delitelov
mensich ako 72 je 34 : 2 Cize 17, a preto delitelov rovnych najviac 72 je 17 + 1 Cize 18.

Poznamka:

K hladanému poctu 18 delitelov je mozné dojst’ aj postupnym testovanim, ktoré z ¢isel od 1 do 72 su delitelmi
¢isla 722. K tomu sa samozrejme oplati mat informdciu o tom, Ze 722 ma rozklad 2° - 3%, Testovanie je mozné
vyrazne urychlit tak, Ze najprv z vypisaného radu ¢isel od 1 do 72 postupne vySkrtneme ako nevyhovujtce
vSetky nasobky prvocisel 5, 7 a 11, pripadne aj niekol'’kych dal$ich, alebo dokonca nasobky vsetkych prvocisel
vicsich ako 3 a mensich ako 72. V poslednom pripade uz ndm zostani nevyskrtnuté iba ¢isla tvaru 2%3?, pritom
vdaka nerovnostiam 27 > 72 a 3* > 72 to vietko budii naozaj delitele &isla 722.

Dodajme, Ze namiesto uvedeného testovania menovatelov zlomkov zo zadania je mozZné testovat priamo celocisel-
nost samotnych zlomkov. Tento naro¢ny postup je skor tilohou pre pocitac, preto ho do nasej bodovacej schémy
nezahrnieme. O jeho hodnoteni sa zmienime v zavere¢nom odseku pokynov.

Pokyny:

V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastkové kroky alebo zistenia nasledovne:
Al Zéapis zlomkov v tvare (72 — d)?/d: 1 bod.
A2 Zlomok s menovatelom d vyhovuje zadaniu prave vtedy, ked’ je d delitelom ¢&isla 722: 2 body.
B1 Kazdy delitel ¢isla 722 je ¢islo tvaru 243%, pricom 0 < a < 6a0 < b < 4: 1 bod.

B2 Urcenie poctu 18 tych cisel z B1, ktoré neprevysuju 72, ich vypisom: 3 body.



C1 Uréenie poctu 35 vietkych delitelov ¢isla 722: 1 bod.
C2 Rozdelenie vietkych delitelov ¢isla 722 réznych od 72 do dvojic (d, 722 /d): 2 body.
C3 Urcenie hladanej odpovede na zaklade C1 a C2: 1 bod.

D Uréenie hladanej odpovede testovanim, ktoré ¢&isla od 1 do 72 st delitemi ¢isla 722: 4 body, pritom 1
bod strhnite za kazdé chybne otestované cislo ¢i za chybné spocitanie prvkov spravne urceného siboru
vSetkych vyhovujucich ¢isel. (Priebeh celého testovania musi byt zaznamenany, aby bola zrejma jeho tGplnost,
inak za D dajte najviac 1 bod.)

Celkovo potom dajte sucet maxima z bodov z A1 a bodov z A2 a maxima zo stu¢tu bodov z B1 a z B2, stic¢tu bodov
z C1,zC2 azC3 apoctubodov z D.

Spravne postupy s drobnymi numerickymi chybami alebo vynechanim delitelov ¢&isla 722 (napr. 1 alebo 72)
oceiite 4 alebo 5 bodmi.

AK rieSitel testuje priamo zlomky zo zadania, zo 6 bodov strhnite 1 bod za kazdy chybne otestovany alebo
zabudnuty zlomok ¢i za chybné spocitanie prvkov spravne urceného stiboru vsetkych vyhovujicich zlomkow.
Ak zo zapisu postupu nie je zrejmé, Ze boli otestované vsetky zlomky, dajte najviac 2 body.

V danom pravouhlom trojuholniku ABC ozna¢me K stred prepony AB a L stred kratSej odvesny AC. KruZnica
s priemerom B( pretina usecku KL v bode P. Dokazte, Ze uhly PAC a PBC su zhodné.

(Jaromir Simsa)
RieSenie:
KedZe KL je strednd priecka trojuholnika ABC, plati KL || BC. Vdaka predpokladu BC L AC to znamen3, Ze

rovnako KL 1 AC.Priamka KL tak je osou isecky AC, lebo je na tiu kolma a prechadza jej stredom L. Preto plati
|PA| = |PC|. Z rovnoramenného trojuholnika ACP so zakladiiou AC preto s prihliadnutim na pravy uhol BCA
vyplyva

|«PAC| = |«PCA| = |€BCA| — |&BCP| =90° — |XBCP]|.

Dalej si v§imneme, Ze podla Talesovej vety ma trojuholnik BCP pravy uhol pri vrchole P, preto plati |*PBC| =
90° — |«BCP|.
Dokopy dostavame, Ze uhly PAC a PBC maju rovnaku vel'kost, a tym je ich zhodnost dokazana.

A

Poznamka:
Obe casti postupu je mozné vylozit aj v opatnom poradi: Najprv z pravouhlého trojuholnika BCP ziskat vyja-
drenie
|«PBC| =90° — |«BCP| = |«BCA| — |%BCP| = |«PCA|

a potom dokazat zhodnost uhla PAC s uhlom PCA tivahou o osi tsecky AC.
Pokyny:
V neuplnych rieSeniach ocerite Ciastkové kroky alebo vysledky nasledovne:

Al Priamka KL je osou tsecky AC: 2 body so zd6vodnenim, 1 bod bez zd6vodnenia.

A2 Odvodenie rovnosti |<PAC| = |«PCA|: 3 body. Ak pritom chyba zdé6vodnenie pouzitého poznatku A1, dajte
len 2 body.

B1 Rovnost |¥BPC| = 90° z Talesovej vety: 1 bod.
B2 Odvodenie rovnosti |[€PBC| = |«PCA|: 3 body.

Celkovo potom dajte sticet maxima z bodov z A1 a bodov z A2 a maxima z bodov z B1 a bodov z B2.




3 Na tabuli boli napisané cisla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. V kazdom kroku sme dve Cisla zotreli a nahradili druhou
mocninou ich rozdielu. Ak po nanajvys 7 krokoch zostali na tabuli vSetky cisla rovnaké, mohli to byt ¢isla

a) neparne,
b) parne?
(Radek Horensky)

RieSenie:
Ak zotrieme (v jednom kroku) dve ¢isla parne, budti nahradené jednym parnym cislom. Ak zotrieme dve Cisla
neparne, budd tiezZ nahradené parnym cislom. Ak vsak zotrieme jedno ¢islo parne a jedno ¢islo neparne, budu
nahradené neparnym ¢islom. Preto sa celkovy pocet ¢isel po kazdom kroku zmensi o 1 jednym z dvoch spdsobov:

(i) Pocet parnych ¢isel sa zmensi o 1 a pocet neparnych ¢isel sa nezmeni.

(ii) Pocet parnych Cisel sa zvacsi o 1 a pocet neparnych cisel sa zmensi o 2.
Najprv odpovieme zaporne na ¢ast b) zadanej otazky. KedZze na zaciatku je na tabuli 5 neparnych cisel, zostane

ich pocet podla (i) a (ii) vzdy neparny, takZe sa nikdy nebude rovnat 0. (Jednoduchsie mozno konS$tatovat, ze
pocet neparnych ¢isel bude vzdy 5, 3 alebo 1.)

Na to, aby sme ukazali, Ze odpoved’ na ¢ast a) je kladng, staci uviest jeden priklad postupnosti najviac 7 krokov,
po ktorych zostane na tabuli len niekol'’ko rovnakych neparnych ¢isel. Po 4 krokoch zostane na tabuli 5 jednotiek
napriklad vyuzitim rovnosti

(9-8)2=(7-6)2=(5-4)2=(3-2)2=1

1. (1,2,3,45,6,7,8,9) - (1,1,2,3,4,5,6,7),
2.(1,1,2,3,4,56,7) - (1,1,1,2,3,4,5),
3.(1,1,1,23,45 -(1,111,2,3),
4. (1,1,1,1,2,3) - (1,1,1,1,1).
Mohli to teda byt ¢isla neparne, nie vSak cisla parne.
Poznamka:

Iny spdsob, pri ktorom ziskame tri rovnaké nepdarne ¢isla, je takyto:

1. (1,2,3,4,5,6,7,8,9) - (1,3,4,5,6,7,8,9),
. (1,3,4,5,6,7,8,9) > (4,4,5,6,7,8,9),

. (4,4,5,6,7,8,9) > (1,4,4,7,8,9),

. (1,4,4,7,8,9) - (1,1,4,4,9),

- (L1449~ (1,499,

. (1,4,9,9) - (9,9,9).

N U1 D W N

Poznamka:
Pre zaujimavost vysvetlime, Ze musi ist o postupnost 4 alebo 6 krokov: VSimneme si, Ze na zac¢iatku su na tabuli
4 parne c¢isla. Na zotretie vSetkych parnych ¢isel tak potrebujeme aspoii 4 kroky. Navyse vSak pocet parnych ¢isel
po kazdom kroku zmeni podla (i) a (ii) svoju paritu, takZe kich po¢tu rovnému 0 méZe ddjst len po parnom pocte
krokov. Z poctov od 4 do 7 tak prichadzaja do tvahy iba pocty 4 a 6.
Pokyny:
V neuplnych rieSeniach ohodnotte ¢iastkové kroky nasledovne.

A1 Mozné zmeny poctu neparnych ¢isel na tabuli po kaZzdom kroku: 1 bod.

A2 Pozorovanie, Ze pocet neparnych Cisel na tabuli ma stalu paritu: 2 body.

A3 Zddévodnenie, Ze nikdy na tabuli nezostant len parne ¢isla (staci uviest, Ze pocet neparnych ¢isel bude vzdy
5,3 alebo 1): 3 body.

B Priklad najviac 7 krokov, po ktorych zostanu na tabuli rovnaké ¢isla: 3 body.

Celkovo potom dajte sicet maxima z A1,z A2 a z A3 a poc¢tu bodov z B.




