MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RieSenia uloh Skolského kola kategorie B

1 Ozna¢me M pocet vSetkych moZnych vyplneni tabulky 3 X 3 navzdjom réznymi prirodzenymi ¢islami od 1 do
9. Dalej ozna¢me D pocet tych vyplneni, ked je navyse sii¢in ¢isel v niektorom riadku alebo stipci ndsobkom 10.
Urcte pomer D : M.

(Josef Tkadlec)
RieSenie 1:
Ulohu za¢neme rie$it’ vypoctom rozdielu M — D, teda po¢tu zlych vyplneni, pri ktorych su¢in &isel v Ziadnom
riadku ani stlpci tabul'ky nie je ndsobkom 10. To nastane prave vtedy, ked' s ¢islom 5 nie je v rovnakom riadku
ani stlpci ziadne parne cislo.
Pred tymto vypoctom najskér ilustrujme situdciu prikladom jedného typu zlého vyplnenia. Pozicie pre Styri
parne ¢isla 2, 4, 6, 8 a Styri neparne ¢isla 1, 3, 7 a 9 oznacime pismenami p, resp. n:

p|nj|p
p n p
n|s5|n

Umiestnenie c¢isla 5 pre zlé vyplnenie mdzZeme zvolit 9 spdsobmi. Pri kazdom z nich potom vsetky Styri parne
¢isla 2, 4, 6, 8 musia leZat' v polickach mimo riadka i stipca umiestneného é&isla 5. Také poli¢ka st prave $tyriana
ne moZzu byt parne c¢isla rozmiestnené akokolvek, teda 4! sposobmi. Ak mame také rozmiestnenie vybraté, tak
¢isla 1, 3, 7,9 m6zu byt na zvySné Styri doposial neobsadené policka tieZ rozmiestnené akokolvek, teda opat 4!
sposobmi. Plati teda

M—D=9-4!-4l

KedZe navySe zrejme plati M = 9!, dokopy dostdvame

D M-D 9-4!-4! 4-3-2 1

1=y M 99 8-7-6-5 70

odkial’
D 1 69

1——=—.
M 70 70
Hladany pomer D : M je rovny 69 : 70.
Poznamka:
Po tvahe z prvého odseku je mozné prejst’ k ekvivalentnej tilohe o vypliiani tabulky 3 x 3 jednym ¢islom 5,
$tyrmi pismenami n a Styrmi pismenami p. Pre zodpovedajice hodnoty M’ a D' pritom plati M’ =9 - (2) aM' —
D' = 9. Tato obmena vS$ak neprinasa oproti pévodnému postupu Ziadnu vyhodu, navyse je potrebné spominant
ekvivalenciu doloZit rovnostami M = (4!)2 - M'a D = (4!)? - D'.
RieSenie 2:
Vyplnenie tabul'ky 3 X 3 ¢islami 1, ..., 9 nazveme nepdrnym, ak je neparny sticet troch ¢isel v kazdom riadku aj
v kazdom stlpci tabul’ky. V rieSeni druhej tlohy domaceho kola sme ukazali, Ze neparne su prave tie vyplnenia,
priktorych neparne ¢isla 1, 3, ..., 9 zaberaju jeden riadok a jeden stlpec tabul’ky, a Ze pocet N vSetkych neparnych
vyplneni je M /14.
Skiimajme opéat’ vyplnenia, ktoré sme v prvom rieSeni aktualnej tlohy nazvali zIé. Tam sme tivahou o riadku
a stlpci s ¢islom 5 vlastne ukazali, Ze kazdé zlé vyplnenie je neparne. Nie kazdé neparne vyplnenie je vsak zlé,
ako ukazuje nasledujuci priklad:




Ukazme, Ze neparnych vyplneni je patkrat viac ako zlych vyplneni. Naozaj, pre konstrukciu neparnych vyplneni
zvol'me najprv ten riadok a ten stipec, ktoré budeme vypiiiat’ neparnymi ¢islami. Potom méame pre &islo 5 na
vyber 5 policok, pritom na zlé vyplnenie povedie jediné z nich. (Po umiestneni ¢isla 5 potom pre zvysné 4
neparne Cisla a vSetky 4 parne ¢isla mame vzdy rovnaky pocet 4! - 4! spdsobov, ako ich umiestnit.) (Absen-
ciu tohto dodatku v zatvorke je mozné v rieSeniach tolerovat.) Plati preto N = 5(M — D), ¢ize M — D = N/5,
odkial vzhladom na N = M /14 dostavame M — D = M /70,teda D = 69M /70, ¢ize D : M = 69 : 70.

RieSenie 3:

V oboch predchadzajucich rieseniach sme volili vyhodnejsi postup, ked' sa vlastne pocitaju vyplnenia, ktoré
zadaniu ulohy nevyhovuju. UkdZeme teraz, Ze je schodnd aj naroc¢nejsia cesta priameho urcenia poctu vyhovuja-
cich vyplneni. Sd to zrejme prave tie vyplnenia, pri ktorych sa niektoré parne ¢islo nachadza v rovnakom riadku
alebo stipci tabul'ky ako &islo 5.

Vsetky vyhovujice vyplnenia rozdelime do skupin podla toho, kol'’ko je dokopy parnych ¢isel vtom riadku a vtom
stipci tabul'ky, v ktorych sa nachadza ¢&islo 5. Tento polet oznaéime p a uréime, kolko vyplneni pre jednotlivé
mozné p od 1 do 4 existuje (ako uz vieme, pocCet 0 maju prave tie vyplnenia, ktoré zadaniu ulohy nevyhovuju).
Tieto pocCty zapiSeme vzdy v tvare sucinu, ktorého prvy cinitel' bude 9 (pocet spésobov umiestnenia cisla 5),
druhy ¢initel' bude rovny poétu vyberov p poli¢ok pre parne ¢&isla zdielajiice s ¢islom 5 riadok alebo stipec, treti
Cinitel bude rovny poctu spésobov vyplnenia uz vybranych p poli¢ok niektorymi parnymi ¢islami, Stvrty ¢initel’
poétu spdsobov rozmiestnenia zvy$nych 4 — p parnych ¢&isel do 4 poli¢ok mimo riadka a stipca ¢isla 5 a napokon
piaty cinitel' 4! bude rovny poctu spésobov vyplnenia zvysnych 4 policok neparnymi ¢islami 1, 3,7 a 9.

p=1 9 - 4 . 4 - (4-3-2) - 4 = 9-(4H%-16
p=2. 9 - 6 (4-3) - (4-3-2) - 4 = 9-(4)%2-36
p=3: 9 4 (4-3-2) - 4 . 4 = 9.(4)%-16
p=4 9 1 4! -1 . 4 = 9.(4)%.1
Preto plati
D=9-(4)% (16 +36+16+1) =9 (4))% - 69.
Dochadzame k vysledku
D 9-(4)%2-69  41-69 69
M 9! 5:.6-7-8 70
Pokyny:

V neuplnych rieSeniach oceiite ¢iastkové kroky nasledovne:

A0 Uvedenie hodnoty 9! pre pocet M: 0 bodow.

A1 Uvedenie prikladu nevyhovujiceho vyplnenia tabul'ky (pricom je zjavné, Ze riesitel si ttto jeho vlastnost
uvedomuje): 1 bod.

B1 Charakterizacia nevyhovujiicich vyplneni tabul’ky (t.j. vlastnost rozmiestnenia dal$ich ¢isel v zavislosti na
pozicii ¢isla 5): 3 body.

B2 Urcenie jednej z hodn6ét (M — D)/M alebo M — D vratane zd6vodnenia: 2 body, 1 bod za spravnu metédu
s numerickou chybou.

C1 Uvedenie pomeru N : M = 1 : 14 z rieSenia ulohy domaceho kola spolu s opisom neparnych vyplneni
(oboje moZno vyhlasit za zname): 1 bod.

C2 Kazdé nevyhovujuce vyplnenie je neparne: 2 body so zdovodnenim, 1 bod bez zd6vodnenia.
C3 Uvedenie vztahu N = 5(M — D): 2 body so zdévodnenim, 1 bod bez zd6vodnenia.

D1 Charakterizacia vyhovujicich vyplneni tabul'ky (t. j. vlastnost rozmiestnenia dal$ich ¢isel v zavislosti na
pozicii ¢isla 5): 1 bod.

D2 Rozdelenie vSetkych vyhovujticich vyplneni do styroch skupin podla celkového poctu parnych cisel, ktoré
zdielaju s ¢islom 5 rovnaky riadok alebo stlpec: 1 bod.

D3 Urcenie hodnoty D vratane zdévodnenia: 3 body, z toho 2 body za Gplnost metédy kombinatorického poci-
tania a 1 bod za numerickt bezchybnost.

E Odpoved zapisana v tvare 69 : 70 alebo % alebo 69/70: 1 bod.

Celkovo potom dajte maximum z bodov z A1 a stuctu poctu bodov z E a maxima zo suc¢tu bodovz B1 a B2, zo suctu
bodov z C1, C2 a C3 a zo suctu bodov z D1, D2 a D3.

2 Dany je Stvorec ABCD. Na polpriamke opac¢nej k CB lezi bod E tak, Zze |BC| = |CE|. Ozname F stred strany BC
a X kolmy priemet bodu E na priamku AF. Dokazte, Ze bod C je stredom kruznice vpisanej trojuholniku AXE.



(David Hruska)
RieSenie 1:
Podla zvycajnej konstrukcie stredu vpisanej kruznice staci dokazat, Ze bod C lezi na osiach dvoch vnutornych
uhlov trojuholnika AEX - tych pri vrcholoch A a E.
Najskoér si vSimneme dve vlastnosti usecky AE, ktorej priesecnik so stranou CD oznacime G: Striedavé uh-
ly DAE a BEA sd zhodné (ako je vyznaCené na obrazku) a bod G je zrejme stredom strany CD. (Dokazat to
moZno niekolkymi spdsobmi: tivahou o rovnobezniku ACED alebo o strednej priecke trojuholnika ABE, pri-

padne pouZitim dvojice zhodnych trojuholnikov DAG a CEG. Riesitelia vSak mo6zu tvrdenia povaZovat, rovnako
ako my, za zrejmé a nedokazovat ich.)

D

KedZe F a G su stredy stran BC, resp. DC, zo simernosti $tvorca ABCD podla uhlopriecky AC vyplyva zhodnost
(podfarbenych) trojuholnikov DAG a BAF. Preto je uhol DAG zhodny s (tretim ¢erveno vyznacenym) uhlom
BAF avdaka sumernej zdruZenosti bodov F a G podla priamky AC leZi bod C naozaj na osi uhla EAX (ako je na
obrazku vyznacené zelenou).

Teraz si vS§imnime trojuholniky BAF a XEF s pravymi uhlami pri vrcholoch B a X. KedZe sa zhoduju aj v uhle pri
spolo¢nom vrchole F, st zhodné aj ich tretie uhly BAF a XEF (preto je aj uhol XEF na obrazku vyznaceny Cerve-
nou). (Tuto zhodnost mdZeme tieZ odvodit pomocou obvodovych uhlov BAX a BEX v kruZnici nad priemerom
AE - taje totiz opisana Stvoruholniku ABXE, pretoZe oba uhly ABE a AXE su pravé.) Dokopy dostavame zhod-
nost uhlov CEA a CEX, podla ktorej bod C naozaj lezi na osi uhla XE A.

RieSenie 2:
K zadanému $tvorcu ABCD a urcCenému bodu E este prikreslime dva dalSie stvorce DCEH a BIJC podla obrazku.
Stred F strany BC urcite lezi na usecke AJ.

A H

I ]
Uvazujme otocenie so stredom C a (orientovanym) pravym uhlom DCB. V iom sa usecka AJ zobrazi na na nu

kolmu usecku IE, takze priese¢nikom tychto dvoch useciek je bod X zo zadania dlohy (kolmy priemet bodu E
na priamku AF c¢iZe AJ).

Vlastné tvrdenie tlohy dokaZeme ako v prvom rieseni — overime, Ze bod C leZi na osiach dvoch vnuatornych uhlov
trojuholnika AEX.

KedZe body J a E st simerne zdruZené podla priamky AC, lezi bod C na osi uhla JAE ¢ize XAE. Podobne
zo sumernosti dvojice bodov A4 a I podla priamky BE vyplyva, Ze jej bod C lezi na osi uhla AEI ¢ize AEX.

Poznamka:

Ukazme, Ze otoCenie so stredom C, ktoré sme vyuzili v prvej Casti rieSenia, je mozné pouzit' aj na iny dokaz pre
druhti ¢ast. V tomto otoCeni totiz okrem A — IE platirovnako AE — ID. Preto existuju dve kruznice so stredom



C: Tej prvej sa dotykajti isecky AJ a I E, tej druhej zase ise¢ky EA a ID. Use¢ky ID a IE st viak stimerne zdruZené
podla priamky I/C, teda obe spominané kruznice splyvajui v jednu, ktora je preto vpisana trojuholniku AE X.

Kvoli pokynom na bodovanie dodajme, Ze obe ¢asti podaného rieSenia sme mohli uviest v opa¢nom poradi:
Najprv oznacit priesecnik tseciek EI a JA ako X' a ukazat, Ze bod C je stredom kruZnice vpisanej trojuholniku
AEX', a7z potom odvodit rovnost X' = X.

RieSenie 3:
UkaZeme, ako mozno myslienky z oboch predchadzajicich rieSeni stru¢ne podat pouzitim zdkladnych poz-
natkov o smerniciach priamok z analytickej geometrie.

Uvazujme kartezidnsku stuistavu stradnic s pociatkom A a kladnymi polosami postupne AB a AD. V nej ma pri-
amka AF smernicu |BF| / |AB]| ¢ize 1/2, zatial' ¢o priamka AE ma smernicu |BE| / |AB| ¢ize 2. KedZe tieto dve
smernice si navzajom prevratené Cisla, priamky AF a AE st simerne zdruZené podla osi prvého kvadrantu,
ktorou vsak je priamka AC. Inak povedané, bod C lezi na osi uhla EAX.

KedZe sucin smernic kazdych dvoch navzajom kolmych priamok je —1, priamka EX kolma na AF ma smernicu
—2. KedZe priamka EA ma opa¢nu smernicu 2, je os uhla AEX rovnobezna s druhou suradnicovou osou, takze
to je nutne priamka EC. Bod C tak lezi aj na osi uhla AEX.

Pokyny:
V netplnych rieSeniach oceiite ¢iastocné poznatky nasledovne:
A0 Priamka AF rozpoluje stranu CD, striedavé uhly DAE a CE A si zhodné, Stvoruholnik ABXE je tetivovy: 0
bodov.
A1l Priamka AC je osou uhla EAX: 2 body.
B Priamka EC je osou uhla AEX: 3 body.
C1 Zhodnost uhlov CEA a BAF: 1 bod.
C2 Zhodnost uhlov BAF a XEF: 1 bod.
D1 Bod X je priesecnikom useciek AJ a EI z druhého rieSenia: 3 body.
D2 Bod C je stredom kruznice vpisanej trojuholniku s vrcholmi v bodoch A a E a priesec¢niku tdseciek AJ a E1:

3 body.

Namiesto zhodnosti uhlov v C1 a C2 méZu byt uvedené zhodnosti ¢i podobnosti pravouhlych trojuholnikov
s tymito uhlami. Pripadné neuplné analytické rieSenie hodnotte podla pokynov Al a B, ak je vedené tymto
smerom.

Celkovo potom dajte maximum zo suctu bodov za D1 a D2 a zo stictu bodov z A1 a maxima z bodov z B a maxima
zo suctu bodov za C1 a C2.

Nech a, b st kladné celé &isla také, Ze a? — b? je mocninou 2. Dokazte, Ze a? + b? je sti¢tom dvoch mocnin 2.
(Mocninami 2 rozumieme &isla 29, 21, 22, ..)

(Zdeno Pezlar, Michal Pecho)
RieSenie 1:
Predpokladajme, Ze kladné celé ¢isla a, b spiiiaji rovnost a?> — b? = 2™ pre nejaké nezaporné celé ¢islo m.
Potom zrejme a > b a (a + b)(a — b) = 2™, teda aj kladné celé ¢isla a + b a a — b musia byt mocninami 2
s celoc¢iselnymi nezapornymi exponentmi.

Ak by ¢isla a a b mali réznu paritu, obe ¢isla a + b a a — b by boli neparne, a museli by preto obe byt rovné 2°
C¢iZe 1. To v8ak nie je moZné, pretoZe a + b = 2. Cisla a a b teda musia mat rovnaku paritu, takZe obe ¢isla a + b
aa — b su parne, a teda mocniny 2 s kladnymi exponentmi.

VSimnime si, Ze plati
1 1 1
a2+ b2 = > ((@+b)?+(a—b)?)) = E(a +b)% + E(a— b)?,

pricom oba posledné scitance st podla predchadzajiceho odseku mocninami 2 s nezapornymi celociselnymi
exponentmi.

Poznamka:

Je zrejmé, Ze ndjdené mocniny 2 rovné %(a +b)?a %(a — b)? majui nepdrne, a teda aj kladné exponenty.
RieSenie 2:

VyuZzijeme opat rozklad a? — b? = (a — b)(a + b), podla ktorého zo zadania dlohy vyplyva, Ze plati a + b = 2
aa—b = 2™ pre niektoré nezdporné celé ¢isla k am. Ak sa pozrieme na tieto dve rovnosti ako na stistavu dvoch



rovnic s neznamymi a a b, jej vyrieSenim dostaneme
1ok k-1 -1
a=5(2 +2™) =21 4 2m7L

1
b= E(Zk _ Zm) — 2k—1 _ 2m—1.
Z toho
a2 + bZ — (Zk—l + 2m—1)2 + (Zk—l _ 2m—1)2
— (22(1(—1) +2. 2k—1 . 2m—1 + 22(m—1)) + (22(1(—1) —-2. 2k—1 . 2m—1 + 22(m—1))
=2. 22k—2 +2- 22m—2 — 22k—1 + 22m—1.
To uz bude hladané vyjadrenie, ak ukazeme, Ze celoCiselné exponenty 2k — 1 a 2m — 1 st nezdporné, t. j. ze

obe ¢isla k a m su kladné. MoZno to urobit rovnako ako v prvom rieSeni, poniikneme vsak iny postup: Keby
platilo k = 0 alebo m = 0, bola by prislu$na z mocnin 22%~1 a 22™~1 rovna 1/2, teda by sa mu museli rovnat’

obe mocniny, aby ich sucet a? + b? bol celym ¢islom. Rovnost a? + b? = % + % = 1 je v8ak vylicen4, pretoZe
a?+p2=1+1=2.

Poznamka:

Z druhého rie$enia bezprostredne vyplyva, Ze dvojice (a, b) spliiajiice zadanie tilohy existuju, Ze ich je nekoneé¢ne
vela a Ze vSetky s tvaru (2% + 2%, 2% — 27), kde u a v st I'ubovolné celé ¢isla s vlastnostou u > v > 0.

Pokyny:

V neuplnych rieSeniach oceiite Ciasto¢né kroky nasledovne:

A0 Overenie tvrdenia tlohy iba pre konkrétne vyhovujice dvojice a a b alebo uvedenie rozkladu a? — b? =
(a + b)(a — b) bez dalsich zaverov: 0 bodov.

A1l KonStatovanie, Ze ¢isla a + b, a — b st mocniny 2 s celo¢iselnymi nezapornymi exponentmi: 2 body.
A2 Vylucenie pripadu, Ze je niektoré z ¢isel a + b, a — b rovné 2°: 1 bod.
A3 Uvedenie rovnosti a? + b? = %(a + b)? + %(a — b)?: 3 body.
B1 Konstatovanie, 2e a + b = 2¥ aa — b = 2™ pre celé nezaporné k a m: 2 body.
B2a Vyjadrenie ¢isel a a b pomocou ¢isel k a m: 1 bod.
B2b Odvodenie rovnosti a? + b? = 22k=1 4 22m=1. 3 hody.

B3 Vylucenie pripadu, Ze niektoré z ¢isel k am z B1 je 0: 1 bod.

Celkovo potom dajte maximum zo suctu bodov z A1 a A2 a zo suctu bodov z B1, maxima z bodov z B2a a B2b
azbodov z B3.




