MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RieSenia uloh 1. dna celostatneho kola kategorie A

1 Alica a Bohus hraji hru na plane so 72 polickami rozmiestnenymi po obvode kruhu. Na zaciatku Bohus poloZi
na niektoré policka po jednom Zeténe. V kaZdom kole najskor Alica zvoli jedno prazdne poli¢ko a Bohu$ potom
nan musi posunut Zetén z jedného susedného policka. Ak to nedokaze, hra kon¢i, inak nasleduje dalsie kolo.
Urcte najmensi pocet Zetonov, pre ktory Bohus vie zabezpecit, Ze v hre prebehne aspon 2023 kol.

(Vaclav Blazej)
RieSenie 1:
Ukazeme, Ze hladany najmensi mozny pocet Zeténov je 36.
V prvej Casti popiSeme stratégiu Bohusa, pri ktorej s 36 Zetdnmi dokaze zabezpecit, aby hra po Ziadnom pocte
kol neskoncila. Na zaciatku Bohus$ rozmiestni 36 Zeténov na kazdé druhé policko hracieho planu a napevno
rozdeli vSetkych 72 policok na 36 dvojic susediacich policok. MdZe Zetony postvat tak, aby v priebehu celej hry

bol v kazdej vytvorenej dvojici poli¢ok prave jeden Zetén: V kazdom kole totiz Alica musi zvolit prazdne policko
v niektorej dvojici, Bohus potom naii presunie Zetén z druhého policka tejto dvojice. Hra teda nikdy neskon¢i.

V druhej Casti rieSenia budeme predpokladat, Ze Bohu$ na zaciatku rozmiestni na hraci plan menej ako 36
Zetonov. PopiSeme stratégiu Alice, pri ktorej dokaZe zabezpedit, aby hra skoncila najneskér 36. kolom.

Na tvod si Alica predstavi, Ze policka st nastalo zafarbené striedavo bielou a ¢iernou farbou. V kazdom kole po-
tom Alica zvoli ktorékolvek prazdne biele polic¢ko - také vzdy najde, lebo bielych poli¢ok je 36, zatial' ¢o vSetkych
Zetonov je menej. Bohus tak bude nuteny v kazdom kole presunut Zetdn z niektorého ¢ierneho policka na biele.
S kazdym Zeténom tak bude v priebehu celej hry moct’ tahat najviac raz a len s tymi, ktoré na zaciatku stali na
¢iernom policku. Hra teda skuto¢ne skon¢i najneskor 36. kolom.

RieSenie 2:

Uvedieme odlisny pristup iba k druhej ¢asti 1. rieSenia. Budeme teda opat predpokladat, Ze Bohu$ na zaciatku
rozmiestni na hraci plan menej ako 36 Zetonov, teraz navyse tak, Ze Ziadne tri susedné policka nebudt prazdne
- inak Alica hru ukon¢i prvym kolom tym, Ze zvoli prostredné z tychto troch policok. UkaZeme, Ze po nanajvys
34 kolach si Alica vhodnou stratégiou vynuti situaciu, ked’ takéto tri policka uz budu existovat. (V poznamke
za tymto rieSenim nacrtneme, ako Alica moze tuto stratégiu dalej vylepsit, aby ukoncila hru pripadne eSte skor.)

Prazdne policka su teda rozdelené do niekol'kych suvislych tsekov, tvorenych vzdy jednym alebo dvoma policka-
mi. Také Useky s dvoma polickami existuju aspoii dva - aspon jeden najdeme pri kazdom z oboch rozdeleni
vSetkych 72 poli¢ok na 36 dvojic susednych polic¢ok, lebo Zetdnov je najviac 35.

Alica umiestni medzi kazdé dve prazdne susedné policka zarazku (a po kazdom kole vykona korekciu polohy
jednej z nich). Na zaciatku tieto zardzky v pocte z, kde z > 2, rozdelia vSetkych 72 poli¢ok na z tisekov. Kazdy
z nich pritom obsahuje aspoii 3 policka, zacina sa aj kon¢i sa prdzdnym polickom a neobsahuje dve susediace
prdzdne policka. Alica urcite moZe z tychto usekov vybrat jeden, ozna¢me ho dalej U, v ktorom je Zeténov menej
ako prazdnych polic¢ok (tato nerovnost totiz plati pre ich celkové pocty).

Nech k je to celé ¢islo také, Ze k = 1, pri ktorom vybrany usek U obsahuje k + 1 prazdnych policok a najviac
k zeténov. Tychto Zeténov vSak musi byt prave k - po jednom v kazdej z k ,medzier” medzi prazdnymi k + 1
poli¢kami. Usek U je tak tvoreny neparnym poc¢tom 2k + 1 poli¢ok, pri¢om navyse zrejme plati 2k +1 < 72—3 =
69, ¢ize k = 34. Pri zrejmom oznaceni potom obsadenost’ polic¢ok v okoli tychto dvoch zarazok okolo useku U
vyzera takto:
..010101..01010..
U

Alica v prvom kole zvoli v iseku U prvé policko zlava. Bohus je potom dontteny k presunu Zeténu sprava - tym
sa lava zardzka posunie o dve pozicie doprava, takze vznikne novy tsek U’ dlzky 2k — 1:

..010101..010]0.. - ..010]0101..0101]0...
U u’

V druhom kole Alica v iseku U’ zvoli opét’ prvé policko zlava. Procediru neustile opakuje, aZ po k. kole, kde,
ako vieme, k < 34, dostane usek medzi dvoma zarazkami tvoreny jednym polickom, ktoré tak je prostrednym
v trojici susediacich prazdnych poli¢ok. Tym je tvrdenie z tvodného odseku dokazané.



Poznamka:

Mozno dokazat, Ze AlicamdZe Usek U z predchadzajiiceho rieSenia vybrat tak, aby bol tvoreny najviac 35 policka-
mi. Okrem toho moZe Alica svoju stratégiu pozmenit tak, Ze v iseku U ukaZe nie na krajné, ale bud’ na prostredné
prazdne policko, alebo na jedno z policok vedla prostredného obsadeného. Potom sa po BohuSovom tahu objavi
v iseku U nova zarazka, ktora ho rozdeli na dva tseky - za U’ potom Alica vyberie kratsi z nich. Opakovanim
tejto procedury dostane Alica postupnost usekov s poctami policok, ktoré neprevysujua postupne ¢isla 35,17, 7,
3 a 1, takze Alica hru ukon¢i najneskor piatym kolom.

Nech n je celé ¢islo, kde n = 3,a a4, ay, ..., a, su diiky stran l'ubovolného n-uholnika. DokaZte nerovnost’

a;+a; +-+a, > JZ(a% + a3 + - + ad).

(Jaroslav Svréek)
RieSenie 1:

Ked%e a, ..., a,, su dizky stran n-uholnika, platia zrejmé nerovnosti
a2+a3+"'+an > aq,

a, +taz+--+a, >a,,

a, +a,+--+ap_1>a,.

V prvej nerovnosti pripocitame k obom strandm a; a potom obe strany vynasobime kladnym ¢islom a,. Podobne
v druhej nerovnosti pripoc¢itame k obom stranam a, a potom ich obe vynasobime a, a tak dalej. Dostaneme tak
nerovnosti

a;(ay + a; + - + a,) > 2ad?,

a(a, + a; + -+ ay) > 2a3,

an(a; +a; + -+ a,) > 2ad?.
Ak s¢itame vSetkych tychto n nerovnosti, dostaneme
(ay+a; + - +ay)(ag +a; +-+ay) >2(a% +as+ - +ad).
Po odmocneni oboch (kladnych) stran poslednej nerovnosti uz ziskame nerovnost, ktorti sme mali dokazat.
RieSenie 2:

Ked%e v danej nerovnosti na oznaceni dizok stran nezilezi, méZeme predpokladat, Ze a, je z nich najvicsia.
Z platnej nerovnosti a; + a, + -+ + a,—1 > a, potom dostaneme

G taz+ta,=+y((ag+az+-+ay_y) +ay)(ag +a; + o +ay)

> \/(an +ay,)(ag+a;++a,) = \/Zan(al +a, ++ay)

=2(apa; + ana; + -+ + anay) = 2(a1a; + a0, + - + apay) = \/Z(af + a3+ +a3).

V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me H priesecnik jeho vySok a I stred kruznice do neho Vpl'sanej. Nech D
je kolmym priemetom bodu I na priamku BC a E je obrazom bodu A v simernosti so stredom I. Dalej nech F je
kolmym priemetom bodu H na priamku ED. Dokazte, Ze body B, H, F a C leZia na jednej kruZnici.

(Patrik Bak)
RieSenie:
Dopliime trojuholnik ABC na rovnobeZznik ABPC. KedZe plati HB L AC || BP, je uhol HBP pravy. Podobne

ZzHC L AB || CP vyplyva, Ze uhol HCP je tiez pravy. Obabody B a C preto lezia na Talesovej kruznici s priemerom
HP.



Zrejme sa dalej staci zaoberat pripadom, ked’ plati H # F. Vysvetlime, prec¢o potom staci ukazat, Ze body D, E,
P leZia na jednej priamke. Vtedy totiZ na tejto priamke leZi aj bod F, takze uhol HF P je pravy, a teda jeho vrchol
F lezi (spolu s bodmi B, C a H) na kruznici s priemerom HP.

Nech M je stred usecky BC. V stredovej simernosti so stredom v bode M ozna¢me L obraz bodu D a J obraz
bodu I. Z tejto simernosti vyplyva, Ze ] je stredom kruZnice vpisanej trojuholniku BCP a L je bodom jej dotyku
so stranou BC. Nech KL je priemer tejto kruznice. Bod J je tak stredom tisecky K L.

Je zname, Ze D je bodom dotyku kruznice zvonka pripisanej strane BC trojuholnika BCP. (Simerna zdruZenost
bodu dotyku pripisanej kruznice s bodom dotyku vpisanej kruznice podla stredu dotyc¢nej strany je dokazana
napriklad vrieseni ulohy 63-B-S-3 (https://skmo.sk/dokument.php?id=1011).) Tato pripisana kruZnica je obra-
zom jeho kruZnice vpisanej v rovnolahlosti so stredom vo vrchole P (a koeficientom va¢sim ako 1). V tejto
rovnolahlosti je doty¢nica BC kruZnice pripisanej obrazom tej doty¢nice kruznice vpisanej, ktora je s ich spolo¢-
nou doty¢nicou BC rovnobezna, ma vsak od vrcholu P mensSiu vzdialenost. Tato dotyc¢nica vSak prechadza
bodom K, kedZe KL je priemer kruznice vpisanej kolmy na obe dotycnice. Preto sa v tejto rovnolahlosti bod K
zobrazinabod D, atedabody D, K, P lezia na jednej priamKke. Zostava tak dokazat, Ze na tejto priamke lezi aj bod
E. Na to staci ukazat, Ze usecky EP a DK su rovnobezné. To st vSak strany postupne trojuholnikov AEP a LDK
so strednymi prieckami postupne IM a M], pre ktoré plati IM || EP a M] || DK. Odtial' uz vyplyva pozadovany
vztah EP || DK, pretoZe M je stredom usecky IJ.




MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RieSenia uloh 2. dna celostatneho kola kategorie A

4 Nech (a,)y, je postupnost kladnych celych ¢isel taka, Ze ak n = 0, tak
Aniz2 = Qoaqy +asa; + - +azan — L

a) Dokazte, Ze niektoré prvocislo je delitelom nekonecne vela ¢lenov tejto postupnosti.
b) DokaZte, Ze takych prvocisel je nekonecne vela.
(Tomas Barta)
RieSenie:
VSimnime si, Ze ak n > 0, tak plati

Anyz = (Apay + a1a; + - + Aplpyq) + App1Qpey — 1

= (Ans2 + D+ app1anyz — 1 = apyp + Apy1niz = Anyz(@ngg + 1),
ateda a,y, | a,43. Matematickou indukciou preto l'ahko dokdzeme, ze akn = m > 2, tak a,, je delitelné a,,.

a) KedZe vSetky cleny a; si kladné celé ¢isla, plati
a4=a0a1+a1a2+a2a3_121+1+1—1=2.

Cislo a, je teda delitelné aspon jednym prvoéislom. Podla ivodného odseku je kazdé a,, také, Ze n > 4,
delitelné c¢islom a,, a teda je delitelné aj tymto prvocislom.

b) Tvrdenie dokdZeme sporom: Nech je mnoZina vSetkych prvocisel, ktoré su delitelmi nekonecne mnohych
¢lenov postupnosti, konecna. Ako vieme z Casti a), je neprazdna. Oznacme ju P, plati teda P = {py, ..., px}
pre vhodné kladné k. Zrejme pre kazdé i z {1, 2, ..., k} existuje také n;, Ze n; = 2 a a,, je deliteIné p;. Nech
N = max{n, ...,n;}, potom N = 2 a podla Gtvodného odseku je Cislo ay delitelné vSetkymi cislami a,, , ...,
ap,, a teda i vSetkymi prvocislami py, ..., pi. Kladné celé &islo ay + 1, ktoré je vacSie nez 1, potom nie je
delitelné ziadnym prvocislom z P, musi teda existovat prvocislo g nepatriace do P také, Ze q | ay + 1. Toto
prvocislo g je potom tiez delitelom ¢isla ay,4 (ay + 1) CiZe ay,, teda podla ivodného odseku plati q | a,
pre kazdé n také, ze n > N + 2. Preto q € P, ¢o je vSak spor.

Poznamka:

Z rieSenia Casti a) vieme, Ze kazdé prvocislo, ktoré deli niektory ¢len postupnosti po¢nic a,, deli aj vSetky nasle-
dujtce Cleny. Staci teda dokazat, Ze existuje nekonecne vela prvocisel, ktoré delia aspoii jeden ¢len danej postup-
nosti. Tento poznatok je dosledkom silnejSieho tvrdenia, Ze pre kaZdé n je Cislo a,, 4 delitelné aspori n roznymi
prvocislami. Dokaz tohto tvrdenia tu uvadzat nebudeme.

5 Vtrojuholniku ABC ozna¢me M, N, P postupne stredy stran BC, CA, AB a G jeho tazisko. Nech kruZnica opisana
trojuholniku BGP pretina priamku MP v bode K réznom od P a kruZnica opisana trojuholniku CGN pretina
priamku MN v bode L r6znom od N. Dokazte, Zze |*BAK| = |&CAL|.

(Josef Tkadlec)
RieSenie:
Stredna priecka MP pretina taznicu BN medzi bodmi B a G, takze bod K lezi na polpriamke PM a BKGP je

tetivovy Stvoruholnik. Podobne bod L leZi na polpriamke NM a CLGN je tetivovy Stvoruholnik. Vzhladom na
vztahy MP || CAa MN || BA tak mame

|«BPK| = |«BPM| = |<BAC| = [«MNC| = |XLNC]|,
zatial’ o z oboch tetivovych Stvoruholnikov vyplyva

|«BKP| = |4BGP| = |<NGC| = |<NLC]|.



) .

Trojuholniky BPK a CNL su preto podla vety uu podobné. Vdaka tomu st podobné aj trojuholniky ABK a ACL,
a to podla vety sus, lebo
|«ABK| = |«PBK| = [&NCL| = |<ACL|

|AB| IPB| _ INC| _|AC|
IBK| ~“ IBK| " IcLl IcLI’
Tym je rovnost |«BAK| = [«CAL| dokazana.

Nech n je kladné celé cislo, kde n > 3. UvaZujme Stvorcekovy papier s rozmermi n X n, ktorého jednotlivé
Stvorceky moZu mat bud’ bielu, alebo ¢iernu farbu. V kaZdom kroku zmenime farby piatich Stvorcekov, ktoré
tvoria Utvar

v lubovolnom natoceni. Na zaciatku st vSetky Stvorceky biele. Rozhodnite, pre ktoré n mozno po konecnom
pocte krokov dosiahnut' to, Ze vSetky Stvorceky budu Cierne.

(Jaroslav Zhouf)
RieSenie:
DokaZeme, 7e prefarbenie (t. j.zmena farby $tvoréeka z bielej na ¢iernu a naopak) vsetkych n? bielych $tvoréekov
je po urcitom pocte krokov mozné prave vtedy, ked plati n > 3 a zaroveii je ¢islo n delitelné 2 alebo 3.
Ukazme najprv, ze ak n = 3, tak pozadované prefarbenie neexistuje:

e Uvazujme takéto Stvorceky 4, B, C:

Uvedomme si, Ze v kazdom kroku sa prefarbi stvorcek A a prave jeden zo Stvorcekov B alebo C. Ak by sme po
urcitom pocte krokov vsetkych 9 Stvorcekov prefarbili, pocty prefarbeni stvorcekov B a C by boli neparne,
teda pocet prefarbeni Stvorceka A by bol parny, a preto by sa vo vysledku Stvorcek A neprefarbil, ¢o je spor.

Dalej uz preto budeme predpokladat, Ze plati n > 4.

¢ Ak je n delitelné 2, vyuZijeme opakovane postup podla nasledujiceho obrazku, pri ktorom Styrmi krokmi
v zeleno vyznacenom Stvorci 4 X 4 prefarbime prave 4 Stvorceky jedného Stvorca 2 X 2. Papier n Xn rozdelime
na (n/2)? stvorcov 2 X 2 a postupne v kazdom z nich prefarbime $tvorceky uvedenym postupom. Pri tych
Stvorcoch, ktoré sd na hranici papiera, budeme konstrukciu z obrazku vhodne otacat, aby potrebny Stvorec
4 x 4 lezal cely vnutri papiera.



¢ Akjendelitelné 3, vyuzijeme opakovane postup podla nasledujticeho obrazku, ktory najskér vyuziva dvakrat
konstrukciu z predchadzajiiceho bodu. Takto v éerveno vyznacenom obdizniku 5 x 4 prefarbime prave 9
Stvorcekov jedného Stvorca 3 X 3. Postup podobne ako v 1. ¢asti uplatnime na jednotlivé Stvorce 3 X 3, na
ktoré cely papier rozdelime, pricom pre hrani¢né Stvorce konstrukciu z obrazku opat vhodne otacame, aby
potrebny obdiZnik 5 x 4 leZal cely vnitri papiera.
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« Teraz budeme predpokladat, Ze n nie je delitelné 2 ani 3. Stvoréeky papiera n x n v kazdom riadku ozna¢ime
postupne ¢islami 0, 1, 2, 0, ...:

lo|lo|lo|lolo
R R R
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Nech q;, kde i € {0, 1, 2}, oznacuje pocet Cierno zafarbenych $tvorcekov s ¢islom i. VSimnime si, Ze parita
kazdého z troch Cisel a; sa po kazdom kroku zmeni, lebo v iom menime farbu niektorych $tvorcekov iba
v troch susednych stipcoch, a to v kazdom z nich pri neparnom poéte $tvorcekov. Ked%e na zadiatku mame
ay = a; = a, = 0, polubovolnom pocte krokov bud ¢isla ag, a;, a, bud vSetky parne, alebo vSetky neparne.
Vdaka predpokladu, Ze 3 nedeli n, je $tvoréekov s ¢islom 0 o n (cely jeden stipec) viac ako $tvoréekov s ¢islom
2. Keby po niektorom pocte krokov boli vSetky Stvorceky zafarbené Cierno, platilo by potom ay —a, = n, ¢o
by vzhladom na predpoklad, Ze 2 nedeli n, znamenalo, Ze ¢isla a, a a, maji réznu paritu. To vSak odporuje
zaveru z predchadzajticeho odseku. Po Ziadnom pocte krokov sa ndm tak nepodari zadanu tlohu splnit.




