MATEMATICKA OLYMPIADA 2022/2023

RieSenia uloh krajského kola kategorie Z9

1 Z prieskumu v nasej Skole vyplynulo, Ze

« vSetky deti, ktoré majui rady matematiku, rieSia Matematicku olympiadu,

¢ 90 % deti, ktoré nemaju rady matematiku, Matematickd olympiadu neriesi,

e Matematicku olympiddu riesi 46 % deti.
Kol'ko percent deti z nasej skoly ma rado matematiku?

(Libuse Hozova)

RieSenie:
Matematicku olympiadu (MO) rieSia vSetKky deti, ktoré maju rady matematiku, ale iba desatina tych, ktoré ma-
tematiku rady nemaju.

Dajme tomu, Ze x % deti ma rado matematiku, a teda riesi MO. Potom (46 — x) % deti matematiku rado nema
a tiez riesi MO. Vsetkych deti, ktoré matematiku rady nemaju, je desatkrat viac, t.j. 10(46 — x) %. Plati teda:

x + 10(46 — x) = 100,
X + (460 — 10x) = 100,
460 — 9x = 100,

360 = 9x,
40 = x,
x = 40.

Deti, ktoré majui rady matematiku, je 40 %.
Poznamka:

Iné znacenie vedie k inym upravam. Dajme tomu, Ze y % deti nema rado matematiku. Potom %y % deti neriesi
MO. To zodpoveda 54 % deti (lebo 100 — 46 = 54). Teda plati:

—y = 54,
107
odkial' jednoduchymi dpravami dostdvame y = 60.

Poznamka:
Uvedené vztahy je moZné znazornit pomocou Vennovho diagramu takto:

40%

rieSia MO nemaju rady matematiku

Hodnotenie:
¢ 2 body za pomocné znacenia a ciastkové pozorovania;
e 2 body za vysledok;
¢ 2 body za kvalitu komentara.

2 Je dany bod B a rovnostranny trojuholnik so stranami diZky 1 cm. Vzdialenosti bodu B od dvoch vrcholov tohto
trojuholnika st 2 cm a 3 cm.

Vypocitajte vzdialenost bodu B od tretieho vrcholu tohto trojuholnika.
(Josef Tkadlec)



RieSenie:
Vrcholy trojuholnika oznac¢ime C, D, E a vzdialenosti zo zadania priradime (bez ujmy na vSeobecnosti) velkos-

tiam Useciek BC a BD.Ked%e 1 cm + 2 cm = 3 cm, bod B leZi na priamke CD. Vzdialenost B od tretieho vrchola
E je preponou vyznaceného pravouhlého trojuholnika BFE:
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Usecka EF je vy$kou rovnostranného trojuholnika CDE, teda

V3
|EF| = TCm.

To je znamy vztah, ktory je mozné najst v tabul'’kach, pripadne vypocitat pomocou Pytagorovej vety v trojuhol-
niku CFE. Bod F je stredom Usecky CD, teda

5
|BF|=|BC|+|CFlzzcm.

Podla Pytagorovej vety v trojuholniku BFE plati

2 2
5 3 25 3 28
|BE|” = |EF|* + |FE|* = (E Cm> + <£ cm) = —ocm?+ - cm? = —cm? = 7cm?.

2 4 4 4
z ¢oho
|BE| = V7 cm.
Vzdialenost bodu B od tretieho vrcholu trojuholnika je v7 cm.
Hodnotenie:

¢ 1bod za zistenie, Ze B lezi na priamke CD;
e 3 body za dopocitanie |BE|;
e 2 body za kvalitu komentara.

Tabul'ka ¢isel ma 4 stipce a 99 riadkov a je vytvorena nasledujiicim spdsobom: Po¢niic druhym riadkom je $tvo-
rica ¢isel v kazdom riadku urcena ¢islami z riadku predchadzajiceho, a to postupne ako stcet prvého a druhého
Cisla, rozdiel prvého a druhého ¢isla, sticet tretieho a Stvrtého cisla a rozdiel tretieho a Stvrtého ¢isla.

a) AKy je sucet cisel v 3. riadku, ak je sucet Cisel v 1. riadku rovny 0?
b) AKky je sucet Cisel v 25. riadku, ak je sucet ¢isel v 1. riadku rovny 1?

(Karel Pazourek)
RieSenie:

Cela tabul'ka je ur¢ena ¢islami na prvom riadku. Prvych niekol'ko riadkov tabul'ky vyzera takto:

a) Sucet cisel v 3.riadku je dvojnasobkom suctu ¢éisel v 1. riadku. Ak je sucet v 1. riadku rovny 0, tak sticet v 3.

riadku je tiez rovny 0.

1. || a b c d

2. |la+b a—b>b c+d c—d

3. || 2a 2b 2c 2d

4. || 2(a+b) | 2(a—=Db) | 2(c+d) | 2(c—4d)
5. 4a 4b 4c 4d

6. | 4(a+Db) | 4(a—D) | 4(c+d) | 4(c—a)
7. || 8a 8b 8c 8d

8. | 8(a+b) | 8(a—b) | 8(c+d) | 8(c—d)
9. | 16a 16b 16¢ 16d




b) Sucty Cisel na dalSich neparnych riadkoch sa postupne zdvojnasobuju: Sucet v 5. riadku je 4-ndsobkom stctu
v 1.riadku (2-2 = 4 = 2?), stéetv 7. riadku je 8-nasobkom sti¢tu v 1. riadku (2-4 = 8 = 23), sti¢et v 9. riadku
je 16-ndsobkom st¢tu v 1.riadku (2 - 8 = 16 = 24) a tak dalej.

Predchadzajtce pozorovania su pri tomto znaceni zovSeobecnené takto: Ak i € {0,1,2, 3,4, ...}, tak stcet
v (2i + 1).riadku je 2'-nasobkom stctu v 1. riadku.

KedZe 25 = 2 - 12 + 1, sacet v 25. riadku je rovny 2'2-nasobku prvého riadku. Ak je sti¢et prvého riadku
rovny 1, je siéet v 25. riadku rovny 212 ¢iZe 4096.
Poznamka:

Aj pre parne riadky plati, Ze sa ich sucty postupne zdvojnasobuji. Ak i € {0,1,2,3,4, ...}, tak suCet v (2i). riadku
je 2'-nasobkom suctu ¢isel a a ¢ v 1. riadku.

Hodnotenie:
¢ 1 bod za pripravné pozorovania (aspoi tri riadky tabul’ky);
¢ 1 bod za odpoved na otazku a);
» 2 body za odpoved na otazku b);
¢ 2 body za kvalitu komentara.

Za spravnu odpoved na otazku b) povaZujte aj akykolvek iny vyraz so spravnou hodnotou, napriklad 8*, 642
a podobne.

4 St dané dve kruZnice s vonkaj$im dotykom. Usecka AB je priemerom jednej kruznice a ma vel'kost' 6 cm, isecka
CD je priemerom druhej kruZnice a ma velkost 14 cm. Stvoruholnik ABCD je lichobeZnik so zakladiiami AB
acCD.

Zistite, aky najvacsi obsah moZe mat lichobeZnik ABCD, a zd6vodnite, prec¢o nemoéZe byt vacsi.
D

(Karel Pazourek)
RieSenie:
Lichobeznikov s uvedenymi vlastnostami je nekonecne vela. VSetky majti rovnaké vel'’kosti zakladni, menia sa ich
vysKky. Tato vyska vSak nemdze byt vacSia ako vzdialenost stredov kruznic:
D

Oznacme stredy kruznic O a P a patu vySky z bodu O ozna¢me Q. Ak body P a Q nesplyvaju, tak vyska 0Q je
odvesnou pravouhlého trojuholnika OQP, a preto je mensia ako jeho prepona OP. Teda lichobeZnik s najvac¢sim
obsahom je taky, ktorého zakladne st kolmé na spojnicu stredov kruznic:



c

Zakladne lichobeZnika maju dizky 6 cm a 14 cm, vel'kost' vysky OP je %(6 cm + 14 cm) ¢ize 10 cm. Oznacme S
obsah tohto lichobeZnika, a teda najvac¢s$i mozny obsah. Potom

1 1
-(6cm+ 14cm) - 10cm = E-ZOcm-locm= E~200cm2 =100 cm?.

N =

1
§ =5 (4Bl +|CDI) - [oP| =

Hodnotenie:
¢ 2 body za uvedomenie, zZe zakladne sa nemenia a meni sa len vyska;
¢ 2 body za obsah najvacsieho lichobeznika;
¢ 2 body za zdovodnenie maxima vysky.

V zdbvodneni, Ze tsecka OP je vicsia ako 0Q, staci argumentovat tym, Ze oproti va¢Siemu vnitornému uhlu
trojuholnika je vacsia strana.




