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72.ro¢nik MO Zadania tloh ¢esko-polsko-slovenského stretnutia juniorov

(Sutaz sa konala 14.—17.5. 2023.)
SutaZ jednotlivcov:

I-1. Nech ABC je trojuholnik, ktory splia |BC| = 2|AC|. Nech M je stred strany
BC a D je taky bod tsecky AB, pre ktory plati |AD| = 2|BD|. Dokézte AM L MD.
(Patrik Bak)

I-2. Pre kladné celé ¢islo n oznacime d(n) pocet kladnych delitelov ¢isla n. Najdite
vSetky kladné celé ¢isla n také, ze d(n) je druhy najvicsi delitel n.  (Zdenék Pezlar)

I-3. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC'. Nech P je bod vnitri ABC' leziaci na osi
uhla BAC. Predpokladajme, Ze ortocentrum H trojuholnika ABP lezi vnatri ABC.

Oznac¢me @ priesecnik kolmice z H na AC' s AP. Dokézte, ze P a () st osovo simerné
podla osi BH. (Patrik Bak)

I-4. Kazdé policko tabulky n xn je modré alebo ¢ervené. Predpokladajme, Ze st splnené
nasledujtice podmienky:
e Ak riadok a stipec obsahujt rovnaky pocet ¢ervenych policok, tak policko na ich
prieniku je cervené.
e Ak riadok a stlpec obsahuju rozny pocet Gervenych poli¢ok, tak policko na ich
prieniku je modré.
Dokazte, ze v celej tabulke je parny poc¢et modrych policok. (Polsko)

I-5. Martin vykonéva aritmetickt operaciu na zlomkoch. V kazdom tahu zvysi posledny
vysledok o jeho prevratent hodnotu, ¢im dostane novy vysledok. Martin zacina c¢islom
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1, po prvom tahu preto dostane 2, po druhom fahu 3, potom % atd. Po 300 tahoch

dostane ¢islo . Najdite najvicsie celé ¢islo, ktoré nie je vacsie ako x. (Polsko)
Sutaz druzstiev:

T-1. Ozna¢me S(n) soucet vSech ¢islic pfirozeného ¢isla n. Uréete vSechna piirozend
¢isla n, pro kterd jsou obé ¢isla n 4+ S(n) a n — S(n) druhymi mocninami nenulovych
celych cisel. (Polsko)

T-2. Na tabuli jsou napsana ¢isla 1,2,...,2023 v tomto pofadi. Miizeme s nimi opako-
vané provadét nasledujici operaci: Vybereme libovolny lichy pocet po sobé napsanych
Cisel a tato cisla zapiSeme v obraceném poradi. Kolik riznych poradi téchto 2023 ¢isel
tak mizeme dostat?
Priklad: Pokud zacneme pouze s cisly 1,2, 3,4,5,6, mizeme provadét nasledujici
kroky
1,2,3,4,5,6 —3,2,1,4,5,6 — 3,6,5,4,1,2 — 3,6,1,4,5,2 — ...

(Eliska Macakova)



T-3. Na przyjeciu spotkalo sie n 0séb, przy czym n = 2. Kazda osoba nie lubi dokladnie
jednej innej osoby obecnej na przyjeciu (ale niekoniecznie ze wzajemnoscia, tzn. moze
sie zdarzy¢, ze A lub B pomimo, ze B nie lubi A) i lubi wszystkie pozostale. Wykaz, ze
godci mozna usadzi¢ przy trzech stolach w taki sposéb, aby kazdy go$¢ lubit wszystkie
osoby przy swoim stole. (Polsko)

T-4. W tréjkacie ABC punkty M i N sa srodkami odpowiednio bokéow AB i AC.
Dwusieczne katéw wewnetrznych ABC' oraz BC' A przecinaja prosta M N odpowienio
w punktach P i ). Niech p bedzie styczna do okregu opisanego na tréjkacie AM P
przechodzaca przez punkt P, a ¢ bedzie styczna do okregu opisanego na tréojkacie ANQ
przechodzaca przez punkt (). Wykaz, ze proste p i ¢ przecinaja sie na prostej BC.
(Michal Pecho)

T-5. Mazo vykonava nasledujicu operaciu na trojiciach nezapornych celych ¢isel: Ak
aspon jedno z nich je kladné, tak si vyberie jedno kladné c¢islo, zmensi ho o jedna
a ostatnym dvom c¢islam vymeni cifry na mieste jednotiek. Zac¢ina s trojicou x, y, z.
Najdite trojicu kladnych celych éisel z, y, z takych, ze xy + yz + zz = 1000 (%) a pocet
operécii, ktoré moze Mazo nasledne s trojicou x, y, z vykonat je
(a) maximalny (t.j. neexistuje trojica kladnych celych ¢isel spliiajtca (), ktora by mu
dovolila urobit viac operécii);
(b) minimalny (t. . kazda trojica kladnych celych é&isel spliiajica (*) mu dovoli vykonat
aspon tolko operacii).
(Jan Mazak)

T-6. Dany je obdlznik ABCD. Body E a F lezia postupne na stranach BC a CD tak,
ze obsah trojuholnikov ABE, ECF, FDA je rovny 1. Urcte obsah trojuholnika AEF.
(Polsko)



