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72.roénik MO Zadania uloh CAPS

(Sutaz sa konala 18.-21. 6. 2023.)

1. Dané je celé ¢islo n = 3. Najdite najmensie kladné celé ¢islo k také, ze lubovolné dva body v lubovolnom
n-uholniku (alebo na jeho hranici) v rovine mozno spojit lomenou ¢éiarou skladajicou sa z préave k tseéiek,
ktoré su celé obsiahnuté v danom n-uholniku (alebo na jeho hranici). (David Hruska, Cesk4 rep.)

2. Nech ay,as,...,a, st také redlne Cisla, ze pre kazdé k € {1,2,...,n} plati nerovnost
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Dokazte, ze existuje asponi n/10 indexov k takych, ze a; < 1000.
(Séndor Kisfaludi-Bak, Karol Wegrzycki, Polsko)
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3. Je dany konvexny Stvoruholnik ABCD, v ktorom plati |{BAD| = |BCD| a |{ABC| < |£ADC|.
Bod M je stredom tsecky AC. Dokéazte, ze na useckach AB a BC existuja postupne body X a Y také,
7% XY L BD, |[MX|=|MY|a|{XMY|=|{ADC| - |{ABC|. (Mykhailo Shtandenko, Ukrajina)

4. Nech p, q a r st kladné reélne ¢isla také, ze rovnica

lpn] + [gn] + |rn] =n

je splnend pre nekonecne vela kladnych celych éisel n.
a) Dokéazte, Ze p, ¢ a r su racionélne disla.
b) Najdite pocet kladngch celych ¢isel ¢ takych, Ze existuji kladné celé éisla a, b, pre ktoré je

rovnica
2]+ 13+ 551 -
a b 202
splnend pre nekonecne vela kladnych celych ¢isel n.
(Walther Janous, Rakiisko)

5. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s ortocentrom H. Ozna¢me D pétu vysky z bodu A na stranu
BC'. Nech T je taky bod na kruznici s priemerom AH, Ze tato kruznica ma vnutorny dotyk s kruznicou
opisanou trojuholniku BDT. Napokon ozna¢me N stred usecky AH. Dokazte, ze BT 1 C'N.

(Michal Pecho, Slovensko)

6. Dané je kladné celé ¢islo n. Majme tabulku n x n, ktorej vSetky policka st na zaciatku biele. Maliar
Piet sa prechédza po tabulke a prefarbuje navstivené policka podla nasledovnych pravidiel. Piet zacéina
kazdt prechddzku v Tavom dolnom rohu tabulky a pokra¢uje nasledovne:
e ak stoji na bielom poli¢ku, prefarbi ho nacdierno a pohne sa o jedno policko nahor (alebo vyjde
z tabulky, ak stoji na policku v hornom riadku);
e ak stoji na ¢iernom poli¢ku, prefarbi ho nabielo a pohne sa o jedno policko doprava (alebo vyjde
z tabulky, ak stoji na policku v stipci tiplne napravo).
Pietova prechédzka sa skondi, ked vyjde z tabulky. Najdite najmensie kladné celé ¢islo s s nasledujicou
vlastnostou: po presne s prechadzkach st vSetky policka tabulky opéif biele.

Napriklad pre n = 3 s prislusné stavy tabulky po prvych piatich prechddzkach ako na obr. 1.
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Obr. 1

(Lukasz Bozyk)



