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72.roc¢nik Matematickej olympiady Zadania uloh IMO
(Sutaz sa konala 7.-12.7. 2023.)

1. Najdite vsetky zlozené kladné celé cisla n také, ze ak sa di, dso, ..., di vSetky jeho

kladné delitele a 1 = dy < dy < -+ < di = n, tak pre kazdé i také, ze 1 < i < k — 2,
plati, Ze ¢islo d; je delitelom ¢isla d; 1 + d; 2.

2. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik taky, ze |AB| < |AC|. Ozna¢me {2 jemu opisant
kruznicu a S stred jej oblika s krajnymi bodmi C' a B obsahujiuceho bod A. Nech
kolmica z bodu A na priamku BC pretina tsecku BS v bode D a kruznicu {2 v bode E
roznom od A. Nech rovnobezka s priamkou BC' cez bod D pretina priamku BFE
v bode L. Ozna¢me w kruznicu opisant trojuholniku BDL. Nech P je priese¢nik kruznic

w a {2 rozny od B. Dokazte, ze doty¢nica ku kruznici w v bode P pretina priamku BS
na osi uhla BAC.

3. Nech k je celé ¢islo také, ze k = 2. Urcte vSetky nekonecéné postupnosti kladnych
celych ¢isel (ay,aq,...) také, Ze existuje polyném P taky, ze

k k—1
P(x) =2" + cp_12x + ...+ cx + co,
kde cg, c1, ..., cp_1 st nezaporné celé Cisla, a pre kazdé kladné celé cislo n plati

P(an) = 0Un410n42 " Ap4k-

4. Nech x1, x2, ..., T2023 su navzajom rozne kladné redlne cisla také, ze pre kazdé n
z mnoziny {1,2,...,2023} plati

1 1 1
ap, = /(1 + 22+ ...+ ) —+—+...+x—

a ¢islo a,, je celé. Dokazte, Ze asgez = 3034.

5. Nech n je kladné celé ¢islo. Pod japonskym trojuholnikom rédu n budeme rozumiet
rozmiestnenie 1 + 2 4+ ... + n dotykmi prepojenych zhodnych kruzkov do tvaru rov-
nostranného trojuholnika s n riadkami tak, Ze pre kazdé ¢ z mnoziny {1,2,...,n}
obsahuje i. riadok prave i kruzkov, z ktorych prave jeden je cerveny. V japonskom
trojuholniku budeme pod nindZa cestou rozumiet postupnost n kruzkov, ktora sa zacina
v najvrchnejSom krazku, v kazdom kroku pokracuje jednym z dvoch krizkov, ktoré su
hned pod nim, a konéi sa v najspodnejSom riadku. Na obr.1 je priklad japonského
trojuholnika rddu 6 a v nom priklad nindza cesty obsahujtcej 2 cervené kruzky.



Obr. 1

Najdite najvicsie k také, ze v kazdom japonskom trojuholniku radu n existuje
nindza cesta obsahujuca aspon k cervenych kruzkov.

6. Nech ABC' je rovnostranny trojuholnik. Nech A;, B;, C; st jeho vnutorné body
také, ze [BA1| = |A1C|, |CBi1| = [B14], |AC1| = |C1B] a

|{BA,C| + |{CB1 A| + |£AC, B| = 480°.

Nech sa priamky BC; a CB; pretinaju v bode As, priamky C'A; a AC; v bode Bs
a priamky AB; a BA; v bode Cs. Dokazte, ze ak je trojuholnik A, B;C'; roznostranny,
tak existuju dva rézne body leziace na vSetkych troch kruzniciach opisanych trojuhol-
nikom AAlAQ, BBlBQ, 00102.



