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71.ro¢énik Matematickej olympiady Zadania tloh vyberového sustredenia

(Sustredenie sa konalo 19. -25. 4. 2022.)

1. [A0] Najdite vSetky polynémy P(z) s realnymi koeficientami, ktoré spliiaji nasledu-
juce dve podmienky:

a) P(2022) = 2021,

b) (P(x) +1)2 = P(2? + 1) pre vietky realne ¢&isla .

2. [CO] K dispozicii mame nekoneéne vela gulécok z kazdej zo 100 farieb Cy,. .., Cigo.
Hovorime, Ze celé ¢islo m = 101 je farebné, ak je mozné umiestnit m gulocok do kruhu
tak, ze skupina Ilubovolnych 101 po sebe iducich gulécok obsahuje aspon jednu gulocku
farby C; pre kazdé i = 1,...,100. Dokazte, Ze existuje iba kone¢ne vela kladnych celjch
Cisel, ktoré nie su farebné, a najdite najvicsie z nich.

3. [GO] Nech ABC je trojuholnik spliajtci |[AB| = |AC|. Bod K lezi vnutri troj-
uholnika ABC na jeho vyske z vrcholu A. Bod L je zvoleny na priamke BK tak, ze
AL || BC. Dokézte, ze ak KC 1 CL, tak bod L lezi na osi vonkajsieho uhla ACB.

4. [N1] Nech n = 3 je celé ¢islo a aq,as, ..., a, st nenulové celé ¢isla také, ze

1 n 1 T 1
a a .. -a —_— —_— ... —_—
102 n a% CL% a%
je celé ¢islo. Vyplyva z toho nutne, Ze stéin ajas - - - a, je delitelny a? pre vietky 1 <
<i<n?

5. [NO] Najdite vietky trojice kladnych celych &isel (a, b, c) také, ze 2% 4 2° +2¢ — 21 je
druhou mocninou celého ¢isla.

6. [A2] N&jdite vSetky neklesajice funkcie f:R — R také, Ze pre vSetky reédlne ¢isla x,
y plati
FUf(*) +y+ fy) =2 +2f(y).

7. [G3] A teraz najdite vSetky celé ¢isla n = 3 s nasledovnou vlastnostou: kazdy
konvexny n-uholnik, ktorého vietky strany maja dlzku 1, obsahuje rovnostranny troj-
uholnik so stranou dlzky 1. (Kazdy mnohouholnik obsahuje aj svoju hranicu.)

8. [G1] Nech ABC' je roznostranny ostrouhly trojuholnik a nech M je stred jeho
strany BC. Body D a E sa péty vysok postupne z vrcholov C' a B. Nech L a K st

postupne stredy use¢iek M D a M E. Priamka K L pretina priamky AB a AC postupne
v bodoch X a Y. Dokazte, ze stvoruholnik AX MY je tetivovy.

9. [C2] Je dané postupnost 51 kladnych celych éisel, ktorych sucet je 101. Dokazte,
7e pre kazdé celé ¢islo k spliajuce 1 < k < 100 vieme najst niekolko po sebe idticich



¢isel tejto postupnosti, ktorych sucet je k, alebo niekolko po sebe iducich éisel tejto
postupnosti, ktorych sicet je 101 — k.

10. [N3] Patrik ma dané racionélne ¢islo » > 1 a priamku s dvoma bodmi M # C.
V bode M sa nachadza modry zetén a v bode C je cerveny zetén. Patrik hra hru
prevadzanim postupnosti tahov. V kazdom tahu si vyberie (nie nutne kladné) celé ¢islo
k a zetén, ktorym chce pohnit. Ak je tento Zetén polozeny v bode X a druhy Zetdn je

v bode Y, tak Patrik posunie vybrany Zetén do bodu X’ na polpriamke ﬁ pre ktory
plati |[YX'| = r¥ . |[Y X|. Patrikov ciel je posuntif éerveny zetén do bodu M. N4jdite
vSetky raciondlne ¢isla » > 1, pre ktoré vie Patrik dosiahnuf svoj ciel na najviac 2022
tahov.

11. [C1] Jozko a Majo hraja hru na Sachovnici m x n, kde m a n st kladné celé ¢isla.
Striedaju sa v fahoch, pricom Jozko zacina. Jozko musi pocas svojho tahu umiestnit
kamen na policko, na ktorom zatial Ziaden kamen nie je. Majo tieZ musi pocas svojho
tahu umiestnit kamen na prazdne policko, ale navySe toto policko musi susedit stranou
s polickom, na ktoré umiestnil kamen Jozko v predoslom tahu.

Majo vyhra, ak je celd Sachovnica zaplnena kamenmi. Jozko vyhra, ak Majo nemédze
umiestnif kamen pocas jeho tahu a na Sachovnici je aspon jedno prazdne policko. Pre
kazda dvojicu kladnych celych ¢isel (m,n) uréte, ktory z hrac¢ov ma vitaznu stratégiu.

12. [N2] Najdite vSetky kladné celé ¢isla n s nasledujicou vlastnostou: mnozina vset-
kych kladnych delitelov ¢isla n ma permutéaciu (dy,...,dx) taka, ze pre kazdé i =
=1,2,...,k je ¢islo dy + - - - + d; druhou mocninou celého c¢isla.

13. [A3] Nech n = 2 je celé ¢islo a ay, ..., a, st kladné redlne ¢isla také, ze a; + ag +
+ ...+ a, = 1. Dokazte, ze

| =

a
Z k (a1+a2+...+ak,1)2<

14. [A1] Nech n je kladné celé ¢islo a nech A je podmnozina mnoziny {0,1,2,...,5"}
so 4n + 2 prvkami. Dokazte, ze existuja a,b,c € A také, ze a < b < c a ¢+ 2a > 3b.

15. [G2] Nech ABCD je rovnobeznik spliiajtci |[AC| = |BC|. Bod P lezi na predlzeni
usecky AB za bodom B. Kruznica opisana trojuholniku AC'D pretina tisecku PD znova
v bode @). Kruznica opisana trojuholniku APQ pretina tsecku PC znova v bode R.
Dokazte, ze priamky C'D, AQ) a BR sa pretinaji v jednom bode.

16. [C3] A teraz nech S je nekonefna mnozina kladnych celych ¢isel taka, ze existuju
Styri po dvoch rozne &isla a,b,c,d € S spliajice nsd(a,b) # nsd(c,d). Dokézte, Ze
existuju tri po dvoch rozne ¢isla x,y, z € S také, Ze nsd(x,y) = nsd(y, z) # nsd(z, x).

Pozndmka. Vyraz nsd(a,b) oznacuje najvicsieho spolo¢ného delitela cisel a, b.



