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72.ro¢nik Matematickej olympiady Zadania tloh vyberového sustredenia

(Sustredenie sa konalo 21. - 27. 4. 2023.)

1. Dané je celé ¢islo k = 2. Najdite najmensie celé ¢islo n = k + 1, pre ktoré existuje
n-prvkova mnozina S roznych realnych ¢isel s nasledujticou vlastnostou: Kazdy prvok
a mnoziny S sa da vyjadrit ako sucet k roznych prvkov mnoziny S\ {a}.

2. V rade vedla seba je umiestnenych 2022 vedier s vodou. Kazdé z nich je ofarbené
bud ¢ervenou, alebo modrou farbou. Losos Sally sa hré hru nasledovnym spoésobom:

Najprv si pozrie, ako su ofarbené vedra, a vyberie si vedro, v ktorom chce zacat.
Potom moze, kolkokrat chce, preskoc¢it bud do dalsieho vedra v rade, alebo do vedra za
tymto vedrom (t.j. stile skiace tym istym smerom a nemoze preskocit ponad viac ako
jedno vedro). V ITubovolnom momente sa méze rozhodnut ukonéit hru.

Ked ukonéi hru, tak spocita svoje skére. To je dané ako absolitna hodnota rozdielu
medzi poc¢tom cCervenych a po¢tom modrych vedier, ktoré Sally navstivila pocas hry.

Najdite najvicsie C také, ze bez ohladu na pociatoéné ofarbenie vedier moze Sally
vzdy ziskat skére aspon C.

3. Uhlopriecky rovnobeznika ABC'D sa pretinaju v bode O. Doty¢nice ku kruznici opi-
sanej trojuholniku AOD vedené bodmi A a D pretnt polpriamky opac¢né k polpriamkam
B(C' a CB postupne v bodoch P a (). Dokazte, ze tieto dotyc¢nice sa dotykaju aj kruznice
opisanej trojuholniku POQ).

4. Nech d(k) oznacuje pocet kladnych delitelov celého ¢isla k. Napriklad d(6) = 4, lebo
6 ma Styroch kladnych delitelov, konkrétne 1, 2, 3 a 6. Dokazte, ze pre vSetky kladné
celé ¢isla n plati

d(1) +d(3) +d(5) + ... +d(2n — 1) < d(2) + d(4) + d(6) + ... + d(2n).

5. Kruznica prechadzajuca vrcholmi A, B ostrouhlého roznostranného trojuholnika
ABC sa dotyka osi strany BC v bode K a pretina stranu BC druhykrat v bode L #
# B. Ozna¢me M stred usecky AC. Dokazte, ze KM 1 AL.

6. Nech a > 1 a d > 1 st nesudelitelné celé ¢isla. Nech 1 = 1 a pre k = 1 definujeme

{xk—l—d ak a |/xy,
€T =
o zr/a  akalzg.

V zéavislosti od celych ¢isel a a d urcite najviacsie kladné celé ¢islo n, pre ktoré existuje
index k taky, ze a™ | x.

7. Ozna¢me F mnozinu vietkjch funkcii f: R — R, ktoré spliiaji

flx+ fy) = f(z)+ f(y)



pre vsetky z,y € R. Najdite vSetky racionalne cisla q také, ze pre kazdua funkciu f € F
existuje nejaké z € R také, ze f(z) = qz.

8. Nech Z* oznacuje mnoZinu vsetkych kladnych celych éisel. Najdite vSetky funkcie
f:Z% — Z*, ktoré splhaja
fa)+ f(b) | (a+0)?

pre vSetky kladné celé cisla a, b.

9. Dané je kladné celé ¢islo n. Mame n képok kamienkov, na kazdej z nich je na
za¢iatku jediny kamienok. MéZeme vykonavat tahy nasledovného typu: vyberieme dve
kopky, z kazdej vezmeme rovnaky pocet kamienkov a z tychto kamienkov vytvorime
novu kopku.

Pre kazdé kladné celé ¢islo n najdite najmensi mozny pocet neprazdnych koépok,
ktoré mozeme dosiahnut konecnou postupnostou krokov tohto typu.

10. V ostrouhlom trojuholniku ABC spliajucom |AB| < |AC| ozna¢me O stred
kruznice opisanej a D Tubovolny bod na strane BC. Kolmica na BC' vedend bodom
D pretne tsecky AO, AC a priamku AB postupne v bodoch W, X, Y. Kruznice
opisané trojuholnikom AXY a ABC sa druhykrat pretnt v bode Z # A. Dokézte, ze
ak |OW| = |OD]|, tak DZ je doty¢nica kruznice opisanej trojuholniku AXY'.

11. Majme zdhradu tvaru tabulky 42 x 42. Na zaciatku je v kazdom policku strom
vysky 0. V tejto zadhrade sa zahradnik a drevorubac hraji nasledovnu hru, pri ktorej
zéhradnik zacina a potom sa striedaju v tahoch:
e Zahradnik si vo svojom tahu vyberie policko zahrady. Strom na tomto policku a
vSetky stromy na polickach susediacich s tymto polickom stranou alebo vrcholom

.....

O strome povieme, Ze je majestdtny, ak ma vysku aspon 10°. N4jdite najvicsie celé
¢islo K také, ze zéahradnik vie zabezpecit, Ze v zéhrade bude asponn K majestatnych
stromov, bez ohladu na to, ako hra drevorubac.

12. Nech {a,}22 je postupnost kladnych realnych ¢isel. Predpokladajme, Ze existuje
konstanta M > 0 takd, ze a3 + a3 + ... + a2 < Ma?2 ., pre vietky n € N. Dokézte, ze
existuje konstanta M’ > 0 takd, ze a; +as + ...+ a, < M'a,,1 pre vietky n € N.

13. Pre kazdé 1 < i < 9 a kazdé kladné celé ¢islo T definujeme d;(T) ako celkovy pocet
vyskytov cifry ¢ v cifernom zapise ¢isel

2023, 2-2023, 3-2023, ..., T-2023

v desiatkovej stistave.
Dokézte, Ze existuje nekonecne vela kladnych celych ¢isel T' takych, ze medzi ¢islami
dy(T),dy(T),...,do(T) st presne dve rozne hodnoty.

14. Nech P je polyném s celoéiselnymi koeficientami spliajici P(16) = 36, P(14) = 16,
P(5) = 25. Urc¢te vSetky mozné hodnoty P(10)



15. V ostrouhlom trojuholniku ABC' ozna¢me F' pitu vysky z vrchola A a P Tubovolny
bod na tsecke AF'. Rovnobezky vedené bodom P so stranami AC, AB pretna stranu
BC postupne v bodoch D, E. Body X # A a Y # A lezia postupne na kruzniciach
opisanych trojuholnikom ABD a ACE tak, ze |DA| = |DX| a |[EA| = |EY|. Dokazte,
ze body B, C', X, Y lezia na jednej kruznici.

16. Majo si na za¢iatku napiSe na tabulu s celo¢iselnych 2023-tic. Potom moze zobrat
dve (nie nutne roézne) 2023-tice v = (vy,...,v2023) a W = (w1,...,Wa023), Ktoré st uz
napisané na tabuli, a pouzit jednu z nasledujucich operacii, aby dostal novi 2023-ticu

v+w=(v1 + w1, ..., V2023 + W2023),

vVw= (max(vl, U)l), PN max(v2023, wgogg))

a napisal ju na tabulu.

Ukézalo sa, Ze tymto sposobom vie Majo napisat lubovolni celoé¢iselnt 2023-ticu na
tabulu po konecne vela krokoch. N4jdite najmensiu mozni hodnotu s poctu 2023-tic,
ktoré Majo na zacdiatku napisal na tabulu.



