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70. roénik Matematickej olympiady Zadania tloh vyberového sustredenia

(Sustredenie sa konalo 19.-25. 4. 2021.)

1. [A0] Najdite vSetky mnoho¢leny P s redlnymi koeficientami také, ze pre kazdé realne
¢islo x plati
(x+1)P(x—1) = (z — 1)P(x).

2. [CO] Uréte najvicsi mozny pocet vezi, ktoré je mozné umiestnit na povrch Sachov-
nicovej kocky rozmerov 100 x 100 x 100, pri¢om ziadne dve veze sa neohrozuju. (Veza
ohrozuje poli¢ka nachadzajice sa v rovnakom riadku alebo stipci, pri¢om tieto riadky
a stlpce pokra¢ujt do vsetkych stien, vid obr. 1.)
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3. [GO] Je dany ostrouhly trojuholnik ABC'. Predpokladajme, ze X a Y st také body,
ze BX a CY st doty¢nice kruznice opisanej ABC, |AB| = |BX|, |AC| =|CY|a X,Y, A
lezia v rovnakej polrovine vzhladom na priamku BC'. Dokazte, Ze ak I je stred kruznice
vpisanej trojuholniku ABC, tak |[{BAC| + |£X1Y| = 180°.

4. [NO] Najdite vSetky kladné celé ¢isla n s po¢tom kladnych delitelov rovnym /n + 1.

5. [A1] Nech ay, as, . . ., a, je postupnost redlnych é&isel spliajtcich ay +as+- - -+a, = 0.
Pre kazdé celé i splhajice 1 < i < n oznaéme b; = a; + as + - - - + a;. Predpokladajme,
7e pre kazdé celé i splhajice 1 < i < n — 2 plati b;(a;12 — a;41) = 0. Dokézte, 7e

max |a;| 2 max |by,]|.
1<i<n 1Sm<n

6. [N2] Pre kazdé prvocislo p existuje kralovstvo p-Landia obsahujice p ostrovov
ocislovanych 1,2...,p. Dva rézne ostrovy s ¢islami m a n st spojené mostom prave
vtedy, ked p deli (n? —m + 1)(m? —n + 1). Dokéazte, Ze pre nekonecéne vela prvocisel p
existuju dva ostrovy v p-Landii, ktoré nie st spojené retazcom mostov.

7. [C3] V rovine je danych 1000 bodov, z ktorych Ziadne tri nelezia na jednej priamke.
Pre kazdé tri z nich zapiseme obsah trojuholnika nimi tvoreného. Dokéazte, ze k tymto
¢islam vieme zvolit znamienka tak, aby ich stucet bol 0.



8. [C1] Nech n je kladné celé ¢islo. Najdite pocet permutacii ag,as,...,a, Cisel
1,2,...,n takych, ze plati

a1 £ 2a0 < 3a3 = ... < na,.

9. [A2] Predpokladajme, Ze kladné realne &isla a, b, ¢, d spliajt (a+c)(b+d) = ac+ bd.
Najdite najmensiu mozni hodnotu vyrazu
a n b N c n d

b ¢ d a
10. [G3] Body D, E, F su pity vysok po rade z vrcholov A, B, C ostrouhlého
trojuholnika ABC' s ortocentrom H. Nech E’ a I’ st postupne obrazy bodov E a F
v osovej sumernosti podla priamky AD. Predpokladajme, ze priamky BF’ a CE’ sa
pretinaji v bode X, zatial ¢o priamky BE’ a C'F’ sa pretinaju v bode Y. Dokazte, ze
priamky AX, YH a BC sa pretinajice v jednom bode.

11. [N1] Je dané kladné celé ¢islo k. Dokazte, ze existuje prvocislo p také, Ze si vieme
zvolif po dvoch rozne éisla aj,as,...,ak+3 z mnoziny {1,2,...,p — 1} tak, ze p |
| a;a;410; 420,13 — i pre vSetky i = 1,2,... k.

12. [G2] Je dany konvexny $tvoruholnik ABCD spliajici | ABC| > 90°, |[{CDA| >
> 90°, a |{DAB| = |£BCD)|. Ozna¢me E a F obrazy bodu A v osovej stmernosti
postupne podla priamok BC a CD. Predpokladajme, ze tisecky AE a AF pretinaju
priamku BD po rade v bodoch K a L. Dokazte, Ze kruznice opisané trojuholni-
kom BEK a DFL sa navzajom dotykaju.

13. [A3] Najdite vSetky funkcie f:Z — Z také, zZe
F (@ 4+ b) = af(a) + bf(b)  pre kazdé a,b € Z.

(Symbol f™ oznacuje n-ta iteraciu f, teda fO(z) = z, f**1(z) = f(f"(x)) pre vietky
celé n =2 0.)

14. [G1] Nech ABC je rovnoramenny trojuholnik spliiajici |[BC| = |CA|. Bod D je
[ubovolny bod vnutri usecky AB taky, ze |AD| < |DB]|. Nech P a @ su dva body
postupne vnitri stran BC a AC spliiajice | DPB| = |£ DQA| = 90°. Predpokladajme,
ze os usecky P(@ pretina usecku C'()Q vo vnitornom bode E, a ze kruznice opisané
trojuholnikom ABC a C'P( sa pretinaju v bode F' # C. Dokazte, ze ak body P, E, F
lezia na jednej priamke, tak | ACB| = 90°.

15. [C2] Fibonacciho postupnost Fy, F1, Fs, ... je definovand induktivne ako Fy = 0,
F,=1aF,; = F,+ F,_1 pre n = 1. Pre kazdé celé ¢islo n = 2 uréte najmensiu
mozni velkost mnoziny S celych éisel takych, Ze pre kazdé k = 2,3,...,n existuju
nejaké ¢isla x,y € S také, ze x —y = Fj.

16. [N3] Nech S je n-prvkova mnozina aspon troch kladnych celych ¢isel takych, ze sucet
ziadnych dvoch réznych prvkov nie je rovny nijakému tretiemu. Dokazte, ze prvky S
vieme usporiadat ako aq,as,...,a, tak, ze pre kazdé ¢ = 2,3,...,n — 1 plati, Ze a;
nedeli a;—1 + a;41.



