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(Sutaz sa konala 9. -15. 7. 2012.)

1. Dany je trojuholnik ABC'. Oznac¢me J stred kruznice pripisanej k strane BC'. Tato kruznica
sa dotyka strany BC' v bode M a priamok AB, AC postupne v bodoch K, L. Priamky LM
a BJ sa pretinaju v bode F, priamky KM a C'J v bode GG. Nech S je prieseénik priamok AF,
BC' a T priese¢nik priamok AG, BC. Dokazte, ze M je stredom tsecky ST. (Grécko)

2. Dané je celé &islo n > 3. Nech as, as, ..., a, s kladné reélne éisla splhajtce agas - - - a, = 1.
Dokéazte, ze
(14 az)*(1 +a3)® - (14a,)™ >n"

(Australia)

3. Hru ,Myslim si ¢islo“ s povolenym klamanim hraji dvaja hraci A a B. Pravidla hry zavisia
od dvoch kladnych celych ¢isel k£ a n, ktoré poznaji obaja hraci.
Na zaciatku hry hra¢ A zvoli dve celé ¢isla x a N, pricom 1 < 2 < N. Cislo x hra¢ A uchova
v tajnosti a pravdivo prezradi hracovi B ¢islo N. Hra¢ B sa potom pokusSa zistit informaécie
o ¢isle z kladenim otazok hracovi A nasledovnym sposobom: kazda jeho otizka pozostava
z volby Tubovolnej mnoziny kladnych celych ¢isel S (moze to byt aj rovnakd mnozina, aki pouzil
v niektorej predoslej otédzke) a opytania sa hraca A, ¢i ¢islo = patri do S. Hra¢ B moze polozit
tolko otazok, kolko len chce. Hra¢ A musi na kazd z otazok hraca B okamzite odpovedat dno
alebo nie, moze vSak klamat, kolko sa mu zachce. Jedinym obmedzenim je, ze medzi kazdymi
k + 1 po sebe idicimi odpovedami hrac¢a A musi byt aspon jedna odpoved pravdiva.
Potom, ako hra¢ B polozi tolko otédzok, kolko chece, uréi mnozinu X obsahujicu nanajvys
n kladnych celych ¢isel. Ak x patri do X, hra¢ B vyhral; inak prehral. Dokazte nasledujtce
tvrdenia:
1. Ak n = 2%, tak hra¢ B mé vitaznt stratégiu.
2. Pre kazdé dostatoéne velké ¢islo k existuje celé ¢islo n > 1,99% také, ze B nem4 vitazni
stratégiu.
(Kanada)

4. Najdite vetky funkcie f:7Z — 7 také, ze pre vietky celé ¢isla a, b, ¢ splhajice a +b+c =0
plati
F@@)? + f(0)* + f(c)? = 2f(a) f(b) +2f (b) f(c) + 2f(c) f(a).

(Juzna Afrika)

5. V danom pravouhlom trojuholniku ABC s pravym uhlom pri vrchole C' ozna¢me D pétu
vysky z vrcholu C. Nech X je Tubovolny vnitorny bod tsecky C'D. Oznaéme K taky bod na
usecke AX, ze |BK| = |BC|. Podobne ozna¢me L taky bod na tsecke BX, ze |AL| = |AC|.
Prieseénik priamok AL a BK ozna¢me M. Dokazte, ze |M K| = |ML)|.

(Cesk4 rep., Josef Tkadlec)

6. Urcte vSetky kladné celé cisla n, pre ktoré existuju nezaporné celé ¢isla aq, ao, ..., a, také,
ze

P

2a1  9az 2an ~ 3a1 = 3Ja2 3an

(Srbsko)



