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1. Na strandch rovnostranného trojuholnika ABC' je zvolenych Sest bodov: body Aj,
Ay na strane BC, body Bi, Bs na strane C'A a body Cy, Cs na strane AB. Tieto
body st vrcholmi konvexného Sestuholnika A1 AsB1BaC1Cy s rovnako dlhymi stranami.
Dokdzte, ze priamky A1 Bs, B1Cy a C1As sa pretinajiu v jednom bode. (Rumunsko)

RiesSenie. (Podla Jakuba Zdvodného.) Ozna¢me vnutorné uhly pri zakladniach rov-
noramennych trojuholnikov CyB; By, A1C1Cy, B1AjAs postupne a, (3, v (obr.1).
Dopocitanim uhlov do 180° postupne pri bode Cs, v trojuholniku CoBA; a v rov-

Obr. 1

noramennom trojuholniku A;C5A; dostaneme
|{BCyA;| = 2, |£Cy A1 B| = 120° — 213, |£CoA3A1| = 60° — 3.
Podobne

|KCA2B1‘ = 27, ’KAQBlc’ = 1200 - 2’)/, ’431A2B2‘ = 600 — .

Preto
|{B1A1C1| = 180° — (120° — 23) — B — v = 60° + 3 — 7,
|£ByAsCo| = 180° — 2y — (60° — ) — (60° — 8) = 60° + 8 — v,
Cize |4 B1A1C1| = |£B2A3C5|. Zrejme rovnakym sposobom mozno odvodit aj rovnosti

|40131A1| = |KCQB2A2| a |KA10131| = |KAQOQBQ|

Trojuholniky A;B1C7 a A3ByCy st teda podobné. Uvazujme (jednoznacne uréené)
podobné zobrazenie, ktoré zobrazi prvy z tychto trojuholnikov na druhy. Mozno ho
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dostat zloZenim otocenia okolo stredu S o uhol ¢ a rovnolahlosti s tym istym stredom S
a koeficientom k (pouzivame zndme tvrdenie, Ze taky rozklad na dve zobrazenia s rov-
nakym stredom existuje). Trojuholniky SA; As, SB By, SC1Cs st navzajom podobné,

Obr. 2

pretoze pri vrchole S maju rovnaky uhol (obr.2) a navyse |SAs| : [SAi| = |[SBs| :
1 |SB1| = |SCs| : |SCy| = k. Podla zadania vSak |A1As| = |B1Ba| = |C1C4|, uvedené
trojuholniky st tak zhodné a maja zhodné vysky z vrcholu S. Z toho vyplyva, ze S ma
rovnaki vzdialenost od vSetkych stran trojuholnika ABC a je to nutne stred vpisanej
kruznice (stredy pripisanych kruznic lahko vylic¢ime). No z odvodenej zhodnosti mame
aj |SA1| = |SB1| = |SC1| a kedze trojuholnik ABC' je rovnostranny (so stredom S5), je
kvoli symetrii rovnostranny aj trojuholnik A B1Ch.

Teraz uz lahko dokadzeme zadané tvrdenie. Stvoruholnik C;A;B;Bs je deltoid
(|C1A1] = |A1B1| a |B1Bs| = |B2C4]), takze jeho uhlopriecka A;Bs je zaroveil osou
usecky B1Cy. Podobne je B1C5 osou usecky C1 A a C1As osou tsecky Ay Bi. Vidime,
7e zadané tri priamky st osami stran trojuholnika A, B;C1, pretinaju sa teda v jednom

bode.

Iné rieSenie. (Podla Ondreja Buddca.) Ozna¢me a dlzku strany Sestuholnika

Obr. 3

A1 A3 By BoC1Cy. Polozme |AB| —a = m. Dalej nech |AC:| = z, |BA;| =y, |CB;| = 2.
Potom |BCs| = m — x, |CAs| = m —y, |AB2| = m — z (obr. 3). Pouzitim kosinusovej
vety v trojuholnikoch AC1 By a BA1Cs (kedZze cos60° = %) dostaneme

2

a> =22+ (m—2)?—z(m—2) =9+ (m —2)*> —y(m — ).
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Po roznasobeni zatvoriek a tprave ziskame
m(—2z+z+y)=(y—2)(y+z+z).

Zrejme analogicky vieme dostat (pouzitim kosinusovej vety pre trojuholniky AC;Bs
a C'B1As) rovnost

(z—y)(z+y+2)=m(-2y+z+z).

Po vynasobeni uvedenych dvoch rovnosti, vykrateni nenulovych ¢initelov m a (z +y +
+ z), roznasobeni a naslednymi tpravami obdrzime

(z—y)(=22+2+y) =y —2)(-2y+z+2),
x? —y? — 2zx + 2yz = —2y* — 2% + xy + 3yz — 2,
x2+y2+z2:xy+yz+zx,
1 2 2 21 _
sl@—9)*+—2)"+(—2)7] =0.

Na Tavej strane ostatnej rovnosti mame sucéet nezapornych vyrazov, ktory je nulovy
len v pripade, ze vSetky tri s¢itance st nulové. Nutne teda x = y = z, ¢ize trojuholnik
A1 B;1C je rovnostranny (kvoli symetrii). Zadané tvrdenie uz teraz dokédzeme rovnakym
sposobom, ako v zavere prvého riesenia.

2. Nech ai,as,... je postupnost celych cisel s nekonecnym poctom kladnich clenov
a s nekonecnym poctom zdpornych clenov. Predpokladajme, Ze pre kaZdé prirodzené
cislo n ¢isla ay,as9,... ,a, po deleni ¢islom n ddvaju n roznych zvyskov. DokdZte, Ze
kazdé celé cislo sa v postupnosti vyskytuje prave raz. (Holandsko)

Riesenie. Zrejme ziadne cislo sa v postupnosti nevyskytuje viac ako raz, ak by totiz
pre i < j bolo a; = a;, pre kazdé n = j by medzi ¢islami aq,as,... ,a, boli aj a;, a;
a davali by ten isty zvysok po deleni n. Navyse pre kazdé prirodzené ¢islo n je rozdiel
lubovolnych dvoch ¢isel spomedzi aq, as, ... ,a, nanajvys n—1, lebo v opaénom pripade
by sme mali indexy ¢ < j < n také, ze m = |a; — aj| = n a medzi ¢islami a;, aq, ... ,an
by boli dve s rovnakym zvyskom po deleni m.

Uvazujme mnozinu M = {aj,as,...,a,} pre lubovolné prirodzené n. Ak c je
najmensie a d najvicsie ¢islo z M, tak z uvedeného vyplyva, ze d — ¢ =2 n — 1 (kedze
vSetky prvky M st rozne) a zarovenn d —c = n — 1 (kedze ¢,d € M). Nutne teda d — ¢ =
=n — 1 a mnozina M pozostava zo vsetkych celych ¢isel nachadzajicich sa medzi c a d.

Nech z je Iubovolné celé ¢islo. KedZze zadané postupnost mé nekonecne vela klad-
nych aj zapornych c¢lenov a vSetky jej ¢leny st rozne, existuje index i taky, ze a; < x
a zaroven index j taky, ze x < a;. Pre n = max{3, j} st medzi ¢islami ay,as,... ,a,
okrem inych vsetky celé ¢isla medzi a; a a;, teda aj x.

3. Nech z, y a z su kladné redlne éisla také, Ze xyz = 1. Dokdzte, Ze

5_ .2 5,2 5_ .2
x> —2x Y’ —y 2> —z > 0.

x5+y2+22+y5+z2+x2 +,z:5+:1:2+yZ -

(Juzna Korea)



RieSenie. (Podla Iurieho Boreica.) Kedze

25— 22 25— 2 22(y2 + 22)(a® — 1)2

$5+y2+22 _$3(Q?2+y2+22) - $3(x5+y2+z2)(332+y2+22)

1\

0

(a podobné nerovnost plati pre zlomky, ktoré dostaneme cyklickou zdmenou premen-
nych), sta¢i namiesto zadanej nerovnosti dokazat nerovnost

25— g2 B — 2 55 _ 52

z3(22 + y? + 22) * y3(2? +y? + 22) * 23 (22 + y? + 22)

v

0, (1)

ktord je ekvivalentna s nerovnostou

1

1 1 1
- [2_Z 2_ - 2_Z)1>o.
2% +y? + 22 (x z Y y+z )-

z

Z podmienky xyz =2 1 mame 1/x < yz, 1/y < zx, 1/2 < xy, pre vyraz v zatvorke preto
plati

1 1 1
- Sy 2y oy —yr — 2 =
x y z

=1lz—y)?+@y—2)°7+(z—2)% 20.
Tym je nerovnost (1) dokdzana.
Iné rieSenie. Prvy zlomok na lavej strane vieme upravit na tvar

oSy 422 b+ y? + 22 Cab 4y 422

a podobne mozno prepisat aj zvysné zlomky. Zadana nerovnost je preto ekvivalentna
s nerovnostou

2?4yt +2% 2yt 2Pyt

$5+y2+22 y5+z2+x2 25—|—x2+y2:

Pouzitim Cauchy-Schwarzovej nerovnosti a podmienky zyz = 1 dostaneme
2
(2 + 2+ )z + 7 + 20 2 (272w 2 4P+ 22) 2 (2 4yt + 2D
éize
PP+ _yz byt R
$5+y2+22 = x2+y2+z2'

Analogické nerovnosti platia aj pre dalSie dva zlomky, preto

a:2+y2+2’2 :1:2—|—y2+22 :C2+y2—|—22<2 yz+zx+xy<
£B5+y2+2’2 y5+Z2+CII2 z5—|—x2—|—y2: $2+y2—|—2’2:

3,

¢o sme chceli dokazat. Vyuzili sme (podobne ako v zavere prvého riesenia) znamy fakt,
ze 22 +y? + 22 Z yz + 2z + Y.



4. UvaZujme postupnost ai,as, ... definovani vztahom
apb =2"+3"4+6"-1 (n=1,2,...).

Urcte vsetky kladné celé c¢isla, ktoré siu nesudelitelné s kaZdym clenom postupnosti.
(Polsko)

Riesenie. Ukdzeme, ze kazdé prvocislo p ma v danej postupnosti svoj nasobok. Kedze
as = 48 je nasobkom dvoch aj troch, sta¢i uvazovat p > 3. V takom pripade z malej
Fermatovej vety mame (vsetky kongruencie uvazujeme modulo p) 2P~ =1, 371 =1,
a teda aj 6P~! = 1. Odtial

6ap—o=16-2"2+6-3""246-6"2—6=3-2""1+2.37" 1+ 6" ' —-6=3+2+1-6=0,
¢ize 6a,_2 je nasobkom p a kedze p > 3, nutne p | ap_o.

Jediné kladné ¢islo, ktoré je nesudelitelné so vSetkymi ¢lenmi danej postupnosti,
je 1.

5. Nech ABCD je dany konvexny stvoruholnik s rovnako dlhymi stranami BC a AD,
ktore nie su rovnobezné. Nech body E a F lezia postupne vnutri stran BC' a AD tak, Ze
|BE| = |DF|. Priamky AC a BD sa pretinaji v bode P, priamky BD a EF v bode Q,
priamky EF a AC v bode R. UvaZujme vsetky trojuholniky PQR uréené meniacou sa

polohou bodov E a F'. Ukdzte, Ze kruznice opisané tymto trojuholnikom maji spolocny
bod rozny od P. (Polsko)

RieSenie. (Podla Frantiska Simancika.) Uvazujme kruznice opisané trojuholnikom
BCP a ADP. Predpokladajme, ze sa v bode P dotykaju a Ze ich spolo¢né doty¢nica

D | X C

Obr. 4

vedend tymto bodom pretina stranu CD v bode X (obr.4). Z rovnosti obvodového
a usekového uhla pri tetivaich DP a CP dostavame |{DAP| = |[{DPX| a |{CBP| =
= |{CPX]|. Navyse

|{CPX|=180° — |£{APD|— |{DPX| = |{DAP|+ |{PDA| — |[{DPX| = |{PDA|.
Teda |{CBP| = |£PDA| astrany BC' a AD st rovnobezné (rovnajua sa prislusné strie-
davé uhly), ¢o je v rozpore so zadanim tlohy. Uvazované kruznice sa preto nedotykaju

a pretinaju sa okrem bodu P eSte v bode, ktory ozna¢ime S. Kedze |BC| = |AD|
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a |{BPC| = |{APD|, tak tieto kruznice maji rovnaké polomery a vsetky obvodové
uhly prislachajice spolo¢nej tetive PS maju rovnaku velkost (obr.5). Z toho vyplyva,

Obr. 5 Obr. 6

ze trojuholniky C'AS a BDS st rovnoramenné, ¢ize |SA| = |SC|, |SB| = |SD|. Takze
trojuholniky SAD a SCB su zhodné podla vety sss a kedze |EC| = |AF|, st zhodné
aj trojuholniky SAF a SCE. Odtial |[{ASF| = |£CSE| a teda |{FSE| = |£ASC|
a rovnoramenné trojuholniky F'SE a ASC st podobné. Preto [{SFE| = |£SAC| =
= |4SAR] a stvoruholnik ASRF je tetivovy (obr.6).

Ozna¢me |{ADB| = «, |{DFE| = (3. V tetivovom $tvoruholniku ASRF mame
|LASR| = 180° — |£AFR| = (. V tetivovom $tvoruholniku ASPD zasa |[{ASP| =
— 180° — a, t.].

ILRSP| = 180° — o — 3.

Rovnako vSak z trojuholnika F'()QD méame
|{RQP| = 180° — a — S.

Spolu |[£RSP| = |{RQP| a stvoruholnik PRSQ je tetivovy (obr.7). Bod S preto lezi
na kruznici opisanej trojuholniku PQR. Kedze poloha bodu S nezavisi na volbe bodov
FE, F, uloha je vyriesena.




6. V matematickej sutazi bolo sutaziacim zadanych 6 uloh. KaZdi dvojicu tloh vyriesili
viac ako 2/5 siutaZiacich. Nikto nevyriesil vSetkych 6 uloh. Dokdzte, Ze prave 5 dloh
vyriesili asporn dvaja sutaZiaci. (Rumunsko)

Riesenie. Oznac¢me n pocet vSetkych stutaziacich a N pocet vSetkych vyrieSenych dvojic
uloh (pre kazdého sufaziaceho do N zapocitame kazdu dvojicu tloh, ktort vyriesil,
t.j. ak vyriesil r aloh, do N zapocitame (3)). Kazda z 15 dvojic vyriesili viac ako
2/5 vSetkych sutaziacich, ¢ize aspon (2n + 1)/5 sutaziacich, preto

2n +1

N >15 = 6n + 3. (1)

Predpokladajme, ze 5 tloh vyriesilo k£ icastnikov. Kazdy z nich vyriesil 10 dvojic tloh,
zatial ¢o kazdy zo zvysnych n — k Gcéastnikov vyrie$il nanajvys 6 dvojic uloh, takze

N £ 10k + 6(n — k) = 6n + 4k.

Z uvedenych dvoch odhadov je zrejmé, ze k = 1. Ak by navySe (2n + 1)/5 nebolo celé
¢islo, kazdt dvojicu tloh by vyriesilo aspon (2n 4 2)/5 ucastnikov a prvy odhad by mal
tvar N = 6n + 6, ¢o by viedlo k nerovnosti k = 2 a tloha by bola vyrieSena. Podobne,
ak by niektory ucastnik vyriesil menej ako 4 tlohy, vyriesil by nanajvys 3 dvojice tloh
a druhy odhad by mal tvar N < 6n + 4k — 3, ¢o spolu s (1) takisto dava k = 2.

Ostéava teda vylaéit pripad, Ze 2n + 1 je delitelné piatimi, jeden tGcéastnik (nazvime
ho witaz) vyriesil 5 uloh a kazdy iny tcastnik vyriesil prave 4 tlohy. Predpokladajme,
ze taka situdcia nastala. V takom pripade N = 6n + 4 (vitaz vyriesil 10 dvojic tloh,
zvy$ni Gcastnici po 6 dvojic tloh). Mame tak jednu dvojicu tloh (nazvime ju Specidlna),
ktora vyriesilo prave (2n + 1)/5 + 1 Gcastnikov a 14 dvojic tloh, ktoré vyriesilo préave
(2n + 1)/5 ucastnikov (inak by sme pri odhade (1) dostali bud N = 6n + 5 alebo N =
= 6n + 3, ¢o je v rozpore s prave odvodenou hodnotou V).

Nazvime tlohu, ktort vifaz nevyriesil, tazkd. Ozna¢me M pocet vyrieSenych dvojic
uloh, z ktorych jedna je tazka. Pre kazda z piatich dvojic obsahujucich tazka tlohu
méame bud (2n + 1)/5 alebo (2n + 1)/5 + 1 Gcastnikov, ktori obe ulohy z dvojice
vyriesili. Takze M = 2n + 1 alebo M = 2n + 2 (druhd moznost nastane, ak Specialna
dvojica obsahuje tazkt tlohu). Na druhej strane, ak tazka tlohu vyriesilo m Géastnikov,
tak M = 3m, pretoZze kazdy z nich vyriesil okrem tazkej ulohy prave 3 dalSie. Spolu
dostavame, ze 2n + 1 = 0 alebo 2 (mod 3).

Zvolme teraz lubovolnt tlohu u, ktora nie je tazka a nie je ani v Specidlnej dvojici
(také st aspon tri). Ozna¢me L pocet vyrieSenych dvojic tloh, z ktorych jedna je w.
Zrejme L = 2n + 1 (kazdu z piatich dvojic tloh obsahujucich u vyriesilo prave (2n +
+ 1)/5 Gcastnikov). Na druhej strane, ak tlohu u okrem vitaza vyriesilo este ¢ dalsich
ucastnikov, tak L = 3¢ + 4 (vitaz okrem wu vyriesil 4 dalsie tlohy, t.j. vyriesil 4 dvojice
obsahujtce u, ostatnych ¢ vyriesilo 3 dvojice obsahujtice u). Dostdvame 2n + 1 = 1
(mod 3), ¢o je v spore s predchadzajicimi moznostami.



