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Abstrakt

Touto diplomovou pracou predstavujeme tedriu Grobnerovych baz v okruhoch polynébmov via-
cerych premennych. Popisujeme zakladné viastnosti redukcie, ddvod existencie a algoritmus
na najdenie bazy. Ukazujeme rdzne aplikacie tebrie, pricom doéraz kladieme na jg vyuZzitie pri
dokazovani viet elementarnej geometrie pomocou vypoctovej techniky. Ugnnost’ tejto metody
prezentujeme na riedeni Uloh medznarodnych matematickych olympiad.



Obsah

Uvod

Grobnerove bazy

21 UsporiadanieClenov . . . . . . . . . .
2.2 Redukciaajg zékladnévlastnosti . . . . ... .. ... ...
2.3 Grobnerove bazy aBuchbergerov algoritmus . . . . . .. ... ... ...
2.4 Jednoznatnost redukovang Grobnerovej bazy . . . . . . . ..o
25 WylepSeniaBuchbergerovho algoritmu . . . . . . . . ... ... ... ... ...

Dokazy viet elementarng geometrie

3.1 Principdokazovania. . . . . . . .. e e
3.2 Doplhujicepodmienky . . . . . . . ..
3.3 Pouzitiepostupu pri tlohachMMO . . . . . . .. ... .. .o

Iné aplikacie
4.1 Pocitanievo faktorovychokruhoch . . . . . . . . . .

4.2 RieSenie slistavy polynomickychrovnic . . .. .. ... ... ... .......
4.3 Vypocet ngvacsieno spoloénéhodelitela. . . . . . . . ... L.

Zaver
Pouzité algoritmy

LiteratGra

49

52



Kapitola 1
Uvod

Niet pochyb o tom, Ze polynémy hrgja v matematike dolezitl rolu. Mézeme ich chapat ako
funkcienal'ubovol'ng mnozine, naktorej st definované operaci e stitaniaanasobenia—z mnohého
spomeinme ich vyuzitie v analyze (Taylorov polyndém funkcie jedng Ci viacerych premennych)
a v numericke) matematike (Ceby3evove polynomy). Takisto ale vystupuji ako samostatna
StruktOra. Pomocou polynémov sa tak napriklad dajU charakterizovat' v3etky konetné polia
Uginne saaplikuji v tedrii kodovaniaa pri symbolickych vypoétoch.

Problemy, ktoré sa tykaja priamo polynémov aebo tlohy, ktoré je mozné na polynomy
transformovat, sa ¢asto daju formulovat v re¢i polynomickych idealov. Aby sme toto nahliadli,
pozrime sa na tak(to vel'mi jednoduch( Glohu.

Priklad 1.1. Mamek dispozicii neobmedzené mnozstvo minci v hodnotach a ab korin (e ab st
prirodzené). Platimesnimi v obchode, pri¢om vydat' nam mdzu tiez ibamincami v hodnotach a ab.
Ktoré vSetky obnosy mozno takto zaplatit?

Zrejme kazdy obnos .S, ktory mozno zaplatit, samusi dat’ vyjadrit v tvare
S =ma-+nb, (1.2)

kdem an sl ngjaké celéCida. A naopak, kazdy obnos, ktory sadatakto vyjadrit, dasagj zaplatit.
Na uspokojiveé rieSenie tlohy nam teda dobre posl(zi znamy fakt z tebrie Cisel, ze v tvare (1.1)
sadaj Ui zapisat prave nasobky najvacsieho spolocného delitel’a Cisel « ab (oznatujeme ho (a, b),
v dal%om texte budeme pouZzivat skrateny termin NSD). Hodnotu (a, b) pritom pol'ahky ngdeme
Euklidovym algoritmom.
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Uvod

Uveden( Glohu mozno samozrejme zovSeobecnit nal'ubovol'ny kone€ny pocet hodndt minci.
ZovSeobechovat vsak mdzeme g inym smerom. Hodnoty a a b (a k nim prislichajice m an)
v priklade 1.1 nemusia byt iba celymi €islami, mdzu to byt prvky hocakého okruhu. Zaoberajme
sa chvil'u pripadom, ked tymto okruhom je okruh polynémov jednegj premenngl nad pol'om FF
(oznatujeme ho F[z]).

Priklad 1.2. Mame tedapolynomy p(x) aq(x). Zaplatit vieme kazdy polynbm s(z), ktory sada
napisat v tvare
s(@) = f@)p(z) + g(@)a(z),

kde f(z), g(z) € F[z]. Slovko zaplatit' v tomto zmysl e chdpemetak, ze vezmeme f-krat polynom
p apripoCitame k nemu g-krat polyndm ¢ —rovnako ako pri minciach. Avsak f a g si polynomy.

Odpoved, ktoré vSetky obnosy vieme zaplatit polynébmami p a ¢, dostaneme rovnako I'ahko
ako v priklade 1.1. Opét to budl vetky (polynomické) nasobky polynomu (p, q), ktory ngjdeme
Euklidovym agoritmom. Pri vatsom (konetnom) pocte polynémov, ktorymi mdzeme platit, je
situaciapodobnd, stali zobrat NSD v3etkych zadanych polyndmov, ktory dostaneme rekurentnym
pouzitim rovnosti

(QL e aQH) = (((Jla .. ~>Qn—l)>qn)'

Otéazke, ¢o v pripade nekonetného poctu polynémov, ktorymi mozeme platit, sa budeme venovat
o chvil'u.
O

Prirodzenym spbsobom vznika otazka, ako to bude pri polynémoch viacerych premennych.
Napad zobrat' g tu NSD zlyha hned na za€iatku, ako ukazuje nasledujici priklad. Okrem toho,
ngjst NSD dvoch polynbmov viacerych premennych nie je vo vSeobecnosti také I'ahké ako
v pripade polynémov jedng premennsy.

Priklad 1.3. Prepolynomy p = 22, ¢ = zy z Q[z, y] (takto oznatujeme okruh polynomov dvoch
premennych nad pol'om raciondnych Cisel) mame (p,q) = x, avdak polyndbm x nimi zaplatit
nevieme. Skutocne, v kazdom polyndme tvaru fp + gq (tieto vieme zaplatit) bude kazdy Clen
(po roznasobeni) delitel'ny x2 alebo zy, takze polyndm x sa takto nemoze dat’ vyjadrit.

0

Aby smemohli vyriesit nastolenli otazku, zavedmesi presnejSie pojem da sa zaplatit. Urobme
tak rovno pre 'ubovolny (g nekonetny) pocet polyndmov, g ked sa vzapati neprijemngj pod-
mienky nekoneCnosti zbavime. Vopred sa este dohodnime, Ze okruh F[z4, . .., z,] (je to okruh
polyndémov n premennych nad pol'om F) budeme oznaCovat' F|x].

3



Uvod

Definicia 1.1. Mgme okruh polynémov F[x] amnoZinu @, ktor& je jeho podmnoZzinou. Potom
mnoZinu polyndmov

{Zfzqz fi € Fx], Q¢€Q,k:0,1,2,...} (1.2)

nazyvame ideél generovany mnozinou  amnoZinu () nazyvame baza idedlu (Q).
O

Pojem idedlu sa zvykne definovat vSeobecngjSie pre 'ubovolny okruh ako jeho podokruh,
ktorého kazdy prvok po vynasobeni I'ubovolnym prvkom z celého okruhu ostane v hiom. Tato
charakteristika je ekvivaentna s naSou, my si vdak v celom texte vystaCime s definiciou 1.1.

N&S problém preto mdzeme preformulovat' takto. Dana je mnozina @ C F[x|. Ako vyzera
mnozina (@))? Alebo presnejSie, ako pre dany polynom p € F[x| ur€ime, & p € (Q)? SkUSat
dosadzovat' v (1.2) za f; ag; rézne polynémy azistovat, €i vysledok je p, nie je ngjlepSierieSenie
vzhl'adom na nekonenost [F[x| a moznl nekonetnost Q.

O béze () de mdzeme predpokladat, Ze je konetna Okruh [F[x] je totiZ noetherovsky obor
integrity. To znamend, Ze kazdy idea v hom makonetnl bazu. Vyplyvato z nasledujlcej vety.

Veta 1.1. (Hilbertova o baze.) Ak D je noetherovsky obor integrity, je nim g D[z].
O

Akékolvek pole mé len dva idedly — celé pole a mnozinu {0}. Oba maju konetnl bazu
(dokoncajednoprvkov). A kazdé poleje aj oborom integrity. Cize kazde poleF spiiiapredpoklad
vety 1.1. Jg induktivnym pouZitim dostaneme, Ze g F|x| je noetherovsky. Viac o noetherovskych
oboroch integrity aaj dokaz vety 1.1 mozno ngst' v [1]. My vetu ponechame bez ddkazu, nakol’ko
aplikéacie, ktorym sa budeme venovat, vystupuj U automaticky s kone¢nymi bazami.

Final ne zadanie problému patrenia do polynomického idedlu (skSal ho riesit uz v roku 1926
Hermann [2]) teda znie nasledovne. Mame polynbmy ¢, . . ., ¢, € F[x]. Ako predany p € F[x]
ur€ime, ¢i p € ({q1,- - -, qm})? MnoZinové zatvorky budeme v tomto pripade na sprehl’adnenie
zapisu dalg vynechavat. V spojeni s definiciou 1.1 plati

<Q17~‘7Qm :{Zfz% szF ]} (13)

Ak niektory z polyndbmov ¢; vo vyjadreni (1.3) nechceme pouZit, jednoducho ho pouzijeme a
prislusné f; dame nulové.



Uvod

Spomeme si na jednu zaujimavl viastnost idedlov. Okruh sa da podl'a nich faktorizovat.
PresnejSie povedané, relacia ~ naF[x| definovana

1~ P2 = p1—p2 € (Q)

jerel&ciou ekvivaencie. Okruh IF[x] sapodl'anej darozloZit natriedy ekvivalencie, pricomjednou
triedou je prave (Q). Keby sme pre kazdy polyndm p vedeli ngjst reprezentantatriedy, do ktorej
patri, problém patrenia do idealu by bol vyrieSeny. Stacilo by zistit, € p ~ 0 (t.]. Ci triedy poly-
noémov p a0 majl toho istého reprezentanta). Hl'adame teda kanonickl funkciu ¢ : F[x] — F[x]
s vlastnostami

(i) VpeFlx] () ~p,

(i) Vpi,p2 €Flx]  pr~pe = o(p1) = @(p2) -
Namiesto druhegj podmienky by nam staCila g vlastnost

([iy VpeFx] p~0 = o(p)=¢(0)

(vtedy hovorime o normélngj funkcii), ale neskdr sa ukaze, Ze silngjSi predpoklad nebude na
8kodu. Pritom najst normalnu funkciu nie je v tomto pripade o ni¢ jednoduchSie ako ngjst
kanonickl funkciu.

Skor, ako sa pustime do hl'adania, spomefime, Ze tento problém Uplne vyriesil Buchberger [3].
Jeho pristup spociva v transformécii povodnegj bazy idedlu na nova (v istom zmysle lepSiu),
z ktorgj sakanonickafunkciavytvori prirodzenou cestou. Tak(to novi bazu nazval (podl'asvojho
Skolitela) Grobnerova baza. O jg existencii a vytvoreni pojednava nasledujica kapitola.



Kapitola 2

Grobnerove bazy

2.1 Usporiadanie clenov

V (vodng kapitole sme zistili, ze pre polynbmy viacerych premennych nefunguje postup, ktory
sa pouZziva pre polyndmy jednegj premenngj (pozri priklad 1.3). Nezavrhneme ho hned, radSqj sa
detailngiSie pozrieme ako funguje.

Priklad 2.1. Ked mame ngjaky idedl (¢) C F[z] (je generovany jednym polynémom, pretoze
ak by mal viac ako jeden generétor, staci ich nahradit ich NSD, pozri priklad 1.2) a chceme
zistit, ¢i polyném p do neho patri, postupne odCitujeme od p €o najvacsie nasobky ¢ (v praxi
hovorime, Ze polynébm p delime polynébmom ¢). Ak dostaneme nulovy polynom, tak p € (q)
(spatne vyjadrime p ako sticet nasobkov ¢). Ak dostaneme nenulovy polyndm p’, ktorého stupen
je niz8i ako stupen ¢, tak p ¢ (q). Prirodzenou cestou tak vlastne mame definovant kanonick(
funkciu p(p) = p’ naF[z].
O

Pri polyndmoch viacerych premennych nemame apriori dané niefo ako stupefi polynému.
Ak chceme navrhnt' podobny postup ako pri polynémoch jedng premenngj, musime najprv
preklenit tto prekazku. Nato bude dobré zaviest si nasledujUci termin.,

Definicia 2.1. Mnozinoutermovv x je
Ty = {lelel” : il,...,inEN} ,

kde N je mnozina nezépornych celych Cisel.



Grobnerove bazy 2.1 Usporiadanie clenov

Vamnimesi, Zetermy tvoriabazu preF x|, ked ho berieme ako vektorovy priestor. Kazdy po-
lyndbm mozno jednoznacne vyjadrit ako sicet konetného poctu termov prenasobenych neakymi
koeficientami z IF. Dohodnime sa, Ze jeden nenulovy sCitanec (t. j. term prenasobeny nenulovym
koeficientom) budeme nazyvat €len, pripadne jednoClen.

Na T, mame zatial' iba reléaciu delenia zdedent z okruhu Fx]. Inak povedang,

i1 i J1 J ; ; —
ateeay |yt al = ik <jr, k=1,...,n.

Stupen z polynémov jednel premenngj nahradime vhodnym usporiadanim mnoziny T,. Ne-
mdze to byt ubovol'né usporiadanie. Musime ho zvalit tak, aby fungovalo zovSeobecnenie
postupu z prikladu 2.1. Toto zovSeobecnenie presnejSie popiSeme v dalSg podkapitole. Jasné je,
Ze ngjakym spdsobom budeme odpocitavat’ nasobky generatorov ideal u od testovaného polynému
tak, aby sa termy v hom (v zmysle novéeho usporiadania) zmenSovali. Preto bude Ziadlice, aby
nade usporiadanie spifial o nasledujicu vlastnost.

Definicia2.2. Pripustné plnéusporiadanie <, mnoziny T, jetaké, ktorévyhovujepodmienkam
(i) 1< t,
(i) s<t = s-u<t-u

prevsetky s,t,u € Ty, kdel =20 .. 20.

n

Dosledkom tejto definicieje
Vs, t € Ty st = s<rt, (2.2)

pretoze ak s | ¢, tak t = us pre ngjaké u € Ty, v definicii 2.2 podl'a (i) 1 <r u atak podl'a (ii)
s=1-s<pru-s=t.

Pripustnych usporiadani je viacero. Venovat sa budeme dvom, ktoré sl ngjpraktickejSie a
beZne sa pouziva( v literatlre. VSetky tvrdenia v tejto kapitole ale platia pre 'ubovol'né pevne
dané pripustné usporiadanie a takto ich budeme g formulovat (bez dalSieho upozornenia).

Prvé usporiadanie je motivované abecedou. V kazdom terme nahradime Cast «}* retazcom
1}, PO sebeidlcich k-tych znakov abecedy. Nakoniec pridame posledny znak abecedy (tak zabez-
pecime, aby napriklad platilo 1 < =} <7 22 <7 ---). Vysledné slova nakoniec zoradime podl'a
abecedy (t.j. slovo, ktoré je v abecede skor, reprezentuje term, ktory je v zmysle usporiadania

.....



Grobnerove bazy 2.1 Usporiadanie clenov

aabz jev abecede skor ako aaccz ato je skor ako z. StrucnejSia ekvivalentna charakterizacia
je nasledovna.

Definicia 2.3. Lexikografické usporiadanie termov definujeme
gt <p ol e — 30 take ze iy <j, @ dp=jp, 1<k</(.
0

Zavedenim lexikografického usporiadania sme od seba Uplne odlisili jednotlivé premenné.
Iné usporiadani e ziskame, ak najprv na mnozine termov zavedieme funkciu stupen ako

deg(al - aim) =iy + -+ iy . (2.2

Termy potom usporiadame podl'a ich stuphov, pricom termy s rovnakym stuphom zoradime
inverznym lexikografickym usporiadanim (mohli by sme pouzit g lexikografick€). Mame teda
druhy predpis.

Definicia 2.4. (Totélne) stupiové usporiadanie termov definujeme

s=ait.xin <pall.pin =1t =
deg(s) < deg(t) aebo
deg(s) =deg(t) a 3¢ tekéze iy >j, a ix=7jp L<k<n.

O

Toto usporiadanie trochu viac pripomina stupef pri polynémoch jednel premennej. Pri apli-
kaciach v dalSich kapitolach uvidime, aké sl vyhody prve Ci druhej definicie.

Uvedomme s teraz dve vyznamné vlastnosti tykajUce sa T, ausporiadania <, ktoré neskor
zohrajU dolezith tlohu.
Veta 2.1. Neexistuje nekonetna postupnost termov t1, to, ... z Ty taka, ze

Vk=1,2,... Yi=1,....k—=1  t;tt. (2.3)

Inymi slovami, nemozno vytvorit nekonetnl postupnost termov tak(, ze Ziadny term nie je
nasobkom ani jedného z predchadzajticich.



Grobnerove bazy 2.1 Usporiadanie clenov

Ukazeme si dva ddkazy tejto vety. Prvy, kratsi, vyuZiva znamu netriviadlnu vlastnost noet-
herovskych oborov integrity. Druhy je komplikovangsi, ale elementarny a neodvolava sa na
zbytoCne silné vysledky z tebrie okruhov.

Dokaz 1: Predpokladajme sporom, Ze taka postupnost existuje. Oznatme T}, = {t1,. .., tx},
pricom chapeme ¢; ako polynomy (t.j.Cleny s jednotkovymi koeficientami), Cize T, C F[x].
Ziaden polyndm sa v postupnosti neopakuije (bol by nasobkom sam seba), mame preto inklizie
Ty C Ty € - - -. Akykol'vek polyném z ideélu (T}) je podia(1.3) tvaru

Jiti + -+ fate (2.4)

KedZe t; sl jednocleny, kazdy ¢len tohto vyjadrenia je nasobkom niektorého z ¢4, . . . , t;.. Podla
predpokladu vety ¢, ; nie je nasobkom Ziadneho prvku z T}, ateda sa neda zapisat' v tvare (2.4)
atpy1 ¢ (Iy). Pritom .y, € (Ty11), dostvame tedavlastné inkltzie

(Th) S (Tx) & -+

=g

KedZe F[x]| je noetherovsky, takyto retazec idedlov nemdze byt podl'a Hilbertovej podmienky
nekonetny (pozri napriklad [1]). Dospeli sme k sporul.

Ddkaz 2: Tvrdenie dok&zeme indukciou podl'a poctu premennych v F[x|. V pripade jed-
nopremenného okruhu F[z,] je Situéacia jasna. Ak ¢, = =", potom postupnost ¢y, t5, ... modze
mat ngjviac m + 1 prvkov, lebo kazdy nasledujlci term musi mat x; s exponentom mensim ako
predchédzajtci. Prepokladajme, Ze tvrdenie plati pre okruh Fx 4, . . ., x,_1]. Uk&Zeme, Ze potom
plati g preFlzy, ..., z,].

Sporom nech to neplati a mame nekonecnl postupnost termov

t1,ta, ..., ty =ikt
pricom t; nie je nasobkom Ziadneho termu pred nim. Pozrime sa v termoch na exponenty
premenng z,,, t.]. sledujme postupnost i, 1, iy 2, - - . -

Ak by saz nej dala vybrat neklessjuca podpostupnost i,, x, < ik, < ---, priduSnavybrana
podpostupnost termov ., , tk,, . .. by musela spinat viastnost (2.3) g po odstraneni premennych
2., (Iebo pred odstranenim ju spifaapremenna z,, — kedZe jg exponenty neklesgjl —nafiu nema
vplyv). To jev spore sindukénym predpokladom.

Teda z postupnosti i,, 1, i,,2, - . . Sanedavybrat neklesajlca podpostupnost. Taka postupnost
nezapornych celych ¢isel neexistuje, lebo kazda postupnost je bud neohranicena— vtedy saz ngj
da vybrat' dokonca rydzorastlica postupnost — alebo ohranicena — vtedy nadoblda len koneCne

9



Grobnerove bazy 2.1 Usporiadanie clenov

vela hodnbt a vieme z ng vybrat stacionarnu (tym padom neklesajicu) postupnost. Tym je
induk¢ny krok dokonceny.
0

Veta 2.2. Neexistuje nekonetna postupnost termov ¢4, &, . . . z Ty spifgjlicat; >r to >p - - .

Dokaz: Ak by kazdy dalsi term bol mensi od predchadzajiceho (ateda aj od vSetkych pred
nim), podl'a (2.1) by ani jeden z nich nebol jeho delitel'om. Postupnost ¢;, ¢,, . .. by teda spl'ﬁala
predpoklady kladené vo vete 2.1, €o je v spore stvrdenim tejto vety.

O

Zrejme kazdy nenulovy polyndm v [F[x] obsahuje nenulovy €len, ktorého term je v zmysle
usporiadaniangjvacsi. Tento bude hrat' vyznamni rolu pri dalSich Gvahach, preto si preit zavedme
oznaCenie.

Definicia 2.4. Vedlci ¢len polyndmu p € F[x] vzhladom k < je Elen vystupujlci v p, ktorého
term je maximalny spomedzi v3etkych termov prislchajucich clenom v p. Oznacime ho M7 (p),
aebo iba M(p), ak je zrejmé, ktoré usporiadanie berieme. Oznafme eSte ht(p) vedlci term a
he(p) prislusny vedlci koeficient. Spolu mame

M(p) = he(p)ht(p) .

Pre Uplnost poloZzme he(0) = 0 aht(0) = 1, majme v8ak na vedomi, Ze v skutocnosti nulovy
polyndm nema Ziaden (ani vedlci) Clen.
U

Podobne ako v priklade 2.1, budeme chciet g pri polyndémoch viacerych premennych nahra
dzat' postupne testovany polyndm p novymi polyndmami p’, ktoré budl v te iste triede (p ~ p')
aktoré budl v zmysle < menSie. Bude preto uzitotné zaviest relaciu (neliplného) usporiadania
g hamnoZzine polyndmov.

Definicia 2.5. Hovorime, Ze polyndm p jejednoduchsi ako polyndm ¢ vzhl'adom na <, apiSeme
p <7 q (v praxi ibap < ¢), ak plati

{ ht(p)=ht(¢)=1 a p=0+#q }  aebo
ht(p) <r ht(q)  debo  { ht(p)=ht(q) a p—M(p) <q¢—Mlq) }.
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Grobnerove bazy 2.1 Usporiadanie clenov

Ak p £ gap # q, budeme pisat p = q.
O

Relacia < je vybudovanarekurentne. V principe, ked podlang porovnavame dvapolynomy,
pozrieme sanatermy ich vedicich ¢lenov. Ak slirovnaké, pozriemesanaich dasiecleny v poradi
atak dalg. V momente, ked narazime na €leny s rdznymi termami, ur¢ime, ktory polynom je
jednoduchsi. Pri dalSom vyklade nam pomdze prirodzene sa ponikajlca vlastnost relacie <,
ktor(i popiSeme vo vete.

Veta 2.3. Postupnost polyndmov p, > p; > - - - nemoze byt nekonecna

Dokaz: Postupujme sporom. Nech je dana postupnost nekonetna. Z definicie 2.5 mame

ht(po) >r ht(p1) >r - -

Ak by sme v tomto zapise mohli >, nekonetne vel'a krat nahradit znakom >, mali by sme
nekonetnl klesaj icu postupnost termov, €o protireci vete 2.2. Takze postupnost vedicich termov
je od urcitého polynbmu p,,, konStantna Isto ¢; = ht(p,,,) # 1, inak by za polyndbmom
pm, Nemohlo byt nekonetne vel'a jednoduchSich polyndmov. Vygenerujme nové polynomy p; ;
odpocitanim vedUcich ¢lenov, t.].

p17i=pi—M(pi) t=my,mi+1,...

Podl'a definicie 2.5 plati
Pimy ™ Plima+l ™ " -

Z tych istych dovodov ako v predchadzajtcich riadkoch g tato postupnost ma vedice termy od
urcitého polynbmu p; ,,,, konStantnéat, = ht(pym,) # 1, naviac

tl - ht(pml) >7 ht(pml - M(pml)) - ht(pl,ml) ZT ht(pl,mg) - t2 .

Opat vygenerujeme nové polynomy odpocitanim vedcich ¢lenov, atd.
I nduktivne vyrobime nekonetnl postupnost termov ¢, > t, >7 - - -, takavsak podl'avety 2.2
neexistuje.
O

Mame tak pripravené vaetko, aby sme mohli sksit vyrobit kanonickl funkciu pre dany idedl
zal ozen( na zjednoduSovani polynémul.

11



Grobnerove bazy 2.2 Redukcia a jg zakladné viastnosti

2.2 Redukciaajg zakladné vlastnosti

Ak chceme zigtit, €i polyndm p patri do idedlu s bazou Q = {q1, . . ., ¢ }, mdZeme postupovat
tak, Ze postupne zjednoduSujeme p, pricom stale ostavame v tg iste triede rozkladu F[x|/ (Q).
O jednoduchSom polyndme sa bude dat hadam I'ahSie rozhodn(t, ¢i do (Q) patri. Princip zjed-
noduSovania presne kopiruje priklad 2.1. Detailne si ho popiSme a preskimajme jeho vlastnosti.

Definicia 2.6. Pre nenulové p,q € F[x] hovorime, Ze p sa redukuje modulo ¢ (vzhl'adom
k danému <), ak existujejednoclenv p, ktory jedelite’ny ht(¢). Akp = at+r,kdea € F—{0},
t € Ty, r € F[x] at/ht(q) = u € Tx, potom piSeme

at o ,

Py P ——~q=p———U-q=p
7 M(q) he(q)

ahovorime, Ze p sa redukuje na p’ (modulo ¢). Ak p —, p' prengjakéq € Q = {q1, ..., g}
hovorime, Ze p sa redukuje modulo @@ a piSeme p —( p/, inak hovorime, Ze p je ireducibilny
(alebo redukovany) modulo (. Dohodnime sa, Zze polyndém 0 je vzdy ireducibilny modulo Q.

[

Definicia 2.6 formal ne popisuje presne to, o com sme hovorili na predchadzajticich stranach.
Zapis p —, p’ hovori, Zze po odpoCitani vhodného nasobku ¢ od p dostaneme p’, pricom p ~ p’
ap = p' (z p ubudol ¢len at apribudli iba Eleny s menSimi termami). Zreima je g nasledujlica
vlastnost redukcie.

Veta 2.4. Pre danl mnoZinu () a usporiadanie <7 neexistuje nekonetna postupnost redukcii

Po—QP1bq -

Dokaz: Z definicie 2.6 je jasné (ako sme uz poznamenali), ze ak p —, p', tak p > p'. Ak by
existovala zobrazena postupnost, mali by smepy = p; = ---, Cojev spore svetou 2.3.
O

Vyznam redukcie —, je v tom, ze ju mdzeme na jeden polyndbm pouzit opakovane, kym
nedostaneme polyndm ireducibilny modulo . Bude vyhodné zaviest nasledovn( notaciu.

Definicia2.7. Reflexivny tranzitivny uzaver relacie — ¢ oznacuj eme|—>5. Toznamena, zep .—>5 P
prave vtedy, ked existuje postupnost polyndmov (mboze byt g trivialna) taka, ze

P=Do—qQP1 '—>Q""—>Qpn=p/-

12



Grobnerove bazy 2.2 Redukcia a jg zakladné viastnosti

Ak p 4 pf ap’ jeireducibilng modulo Q, budeme pisat p 7, p'.

O

Priklad 2.2. Uvazuimep, q1, ¢2 € Q[z,y, 2], Q = {q1, ¢2} ausporiadanie <, pricom

g=zz-1, @=y"+2", p=-z’-y>
Potom mame redukcie
; 2 _ 2 2 / _
peal =p—(=2") =y =2 =40 = (-1)-@2=0,

tedap »—>5 0 akedze 0 jeireducibilny modulo @, tak & p ¢, 0.

O

Na zéklade vety 2.4 vieme skonstruovat’ konecny algoritmus (Uplnl redukciu), ktory k da-
nemu p ndjde p’ take, Zze p —¢, p'. Jednoducho redukujeme, kym nedostaneme polynodm ireduci-
bilny modulo @. Jednou z moznych implementécii je algoritmus 1. Napadne nas, Ze prave tento
agoritmusby mohol byt kanonickou funkciou pre (@), inymi slovami, ak p € (@), nutnep 7, 0.
Nasledujlci priklad ukazuje, Ze to tak nieje.

Priklad 2.3. Nech@Q = {q1, 42} C Q|z,y] ap € Q[z, y| kde

a=2"-y, @=+y, p=zy.
UvaZujme stuphiové usporiadanie termov > 5. Potom mame p —¢q p — y - ¢1 = y*. Polynom y?
jeireducibilny modulo (). Pritom ae

1 1

=—y- —y-q € :
P=SY Gt Y (@Q)

Naviac, Uplnou redukciou p modulo @, keby sme redukovali najprv pomocou ¢-, by sme do-
stali —y?2. Tedavysledok Uplng redukcie nie je jednoznany.
0

Samotny proces redukcie ma dobri myslienku, no na kanonickd funkciu nestaci. Pozrime sa
na zopar vlastnosti redukcie, ktoré nam pomozu prekonat’ siicasné tazkosti.

Veta 2.5. Majmepy,p2,p’ € Fix] a@ C F[x]. Ak py — p2 —¢ P/, existujl p, p), take, ze
R I P A S .Y

13



Grobnerove bazy 2.2 Redukcia a jg zakladné viastnosti

Dokaz: Nechg € Q,0 # a € Fav € T, sutake, ze

p':(pl—p2)—0w-ﬁ.

(Tedaw jeterm eliminovany v redukcii p; —p> —¢ p'.) Predpokladajme, Zev mav p; koeficient 5,
av p, koeficient 3,. KedZe v sanachadzav p; — p, skoeficientom o, mamea = 3; — 3. Polozme
u = v/ht(q). Polynomy
p,:pl_ﬁu.q p,:p2_ﬂu.q
' he(g) ? he(q)
zrejme spifiaj (1 poZiadavky tvrdenia.
O

Veta 2.6. Nech py, p, € Flx| spifigjlip; — po —¢ 0pre@ C F[x]. Potom existujep’ € F[x] taky,
zep; »—>5 ' aps »—>5 P, t.]. p1, p2 Mgt spolocného naslednika, ked ich redukujeme modulo Q).

Dokaz: Postupujme indukciou podl'a poctu krokov potrebnych na redukovanie p; — ps
na 0. Ak poCet krokov je 0, t.j.p; = po, tvrdenie plati. Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre
n — 1 krokov redukcie a nech

PL—Dp2—qhi—g =g e =0,

Podla vety 2.5 existujl p}, p,, také, ze py —, pi, p2 ¢ ph @py — ph = hy. Podlaindukéného
predpokladu maju p| ap), (atedagj p; ap-) spolocného naslednika
O

Veta 2.7. Ak p,p’ sl polynomy také, Ze p — p/, potom pre 'ubovol'ny polynbm r existuje s
taky, ze
pF+T=g s, par=gs.
Dokaz: Necha € F,u € Ty aq € Q suteké Zzep’ = p — au - q/hc(q) anecht = wu - ht(q)
je term eliminovany v tejto redukcii. Zoberme l'ubovol'ny r. Predpokladajme, Ze term ¢ mav r
(atedag v p’ + r) koeficient 3 (mbdze byt g nulovy). Potom ¢ mav p + r koeficient o + (3. Pri
oznateni ¢ = q/hc(q) tak mame (mozno trivialne) redukcie

p—i—rr—);' p+7r)—(a+P)u-G=s1, p’+rr—>; () +71)—Bu-§=ss

as, — sy = (o — (a+ ) + f)u- G = 0. Preto polyndm s = s, = s, spihapoZiadavky tvrdenia.
O
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Grobnerove bazy 2.3 Grobnerove bazy a Buchbergerov algoritmus

2.3 Grobnerove bazy a Buchbergerov algoritmus

Pokial" pre ngjaky polynom p Uplnou redukciou dostaneme p ¢, 0, vieme, Ze p € (Q). Pri-
klad 2.3 ukazuje, ze opatnaimplikacianeplati. Len pomocou redukcie problém patreniado idedlu
nevyriesime. Samotny algoritmus redukcie mozno tazko vylepsit tak, aby fungoval stopercentne.
Ukéazeme, Ze chyba nie je v hom, ale skor v Struktlre bazy (). Ta sa bude dat' pretransformovat
na novi bazu, ktora generuje rovnaky ideal a spiita podmienky nasledujlcej definicie.

Definicia 2.8. Baza G C F[x] sa nazyva Grobnerova (vzhl'adom na pevné usporiadanie ter-
mov <r7), ak
p € (G) = prg 0.

O

Z definicie zreime vyplyva, Ze G je Grobnerova béza préave vtedy, ked jediny polynbmyv (G)
ireducibilny modulo G jep = 0. Uplnaredukcia podiatakejto bazy je preto norma nou funkciou.
Na3a otézka je, €i (konetnd) Grobnerova baza existuje pre kazdy idedl a ako sa da pre dany
ideal (q1, ..., q,) skondtruovat.

Buchbergerova metdda spoCivav doplneni pdvodnej bazy Q konetnym pottom novych poly-
nomov z idedlu. Skutocne, pridanim nového polyndmu ¢ € () medzi generétory sagenerovany
ideal nezmeni ((Q) = (Q U {q})), zato redukcia — ¢4 bude moct redukovat polyndmy, ktoré
boli modulo () ireducibilné.

Priklad 2.4. Ked v priklade 2.3 pridame do () polynom

1 1

= = —— . — . E
g3 =Y 5 C]1+2 ¢ € (Q) .

budeme mbct polyndm p redukovat
2
p }_)Q1 Yy }_)QB O?
hoci pdvodne sme mali p ¢, y°.

O

Treba vymysdliet, aké polynomy musime do bazy pridat, aby sa stala Grobnerovou. Dobre
sa redukuje polynémami, ktorych vedlce termy si ¢o ngmenSie. Zbytocné je pridat do ()
polyném ¢, ktorého vedlci term je nasobkom vedlceho termu niektorého polynému ¢ z  (€o sa
nedal o redukovat’ pomocou ¢, nebude sa dat’ ani pomocou ¢). Naproti tomu, polyndmy z (@) (tie
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Grobnerove bazy 2.3 Grobnerove bazy a Buchbergerov algoritmus

mdzeme pridavat) sl tvaru (1.3) av takomto tvare nam vacsinou vyjde vedlci term ako nasobok
vedlceho termu niektorého z ¢;. Zabranit tomu mdzeme iba vhodnou vol'bou polynémov f;.
Konkrétne ich treba zvolit tak, aby sa vedlce Cleny vyrazov f;q; a f;q; navzgjom eliminovali.
Taka eliminacia pre dva polynbmy z () zasluhuje osobitné oznatenie.

Definicia 2.9. S-polyndm polyndmov ¢4, ¢; € F[x] je

q1 q2
S(q1, = nsn(M , M - ,
(QI QZ) ( (QI) (QZ)) (M(Q1) M(Q2))
kde nsn( f, g) oznatuje ngjmensi spolotny nasobok polyndmov f ag.
[
Priklad 2.5. V situacii z prikladu 2.2 mame
S(q1, ) =y (22— 1) —wz- (Y + %) = —22° —¢* =p.
[

S-polyném ziskame tak, Zze vynasobime ¢; a ¢, kazdy vhodnym (ngjmenSim moznym)
jednoclenom, aby sa vedlce Cleny oboch rovnali a vysledky od seba odpocCitame. (Takze
S(q1,q2) € {(q1,q2) a mdzeme ho pridat do bazy obsahujlceg ¢; a ¢».) UZitocné je vaEmnit
Si, Zze S-polyndm je rozdiel medzi redukovanim nsn(M (q;), M (g2)) modulo ¢, a redukovanim
modulo ¢; . Bude to mat rozhoduj tici vyznam v nasleduj Gcgj fundamentalngl Buchbergerovej vete
(publikovangj v [4]), ktora priamo vedie k algoritmu na ngdenie Grobnerove) bazy.

Veta 2.8. (Alternativna charakterizacia Grobnerovel bazy.) Nasledujlce tri podmienky sl ekvi-
valentné.
(i) G je Grobnerovabaza,
(i) Va1, € G S(q1, 2) —& 0,
(il) Ak p—g py ap —g ps, potom py = ph.

Motivéaciak veteje zregma. Podmienka(ii) nam dovol'ujeotestovat, ¢i danabazaje Grobnerova
aponikaalgoritmus nanajdenietakej bazy. Podl'ang netrebapridavat k baze vsetky S-polynémy
(tak by sme nikdy neskoncili, nakol’ko pridanim polynomu k baze vznikne moznost generovat
nové S-polynomy). Podmienkay(iii) zasapomdze nahliadnut, ze Gplnaredukcia— ¢, jekanonickou
funkciou.
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Grobnerove bazy 2.3 Grobnerove bazy a Buchbergerov algoritmus

Dokaz: Postupujme v troch krokoch.
(i)=-(ii): Prvaimplik&cia je trividlna, pretoze pre ¢1,q2 € G mame S(q1,¢2) € (G) ateda za
predpokladu grobnerovskosti G
S(q1,42) =4 0.

(il)=(iii): Implikéaciu dokaZeme indukciou podl'avedlceho termu polynbému p. Ngjprv uvazujme
pripadht(p) = 1. Zrejmetvrdenieplati, pretozebud jep ireducibilny modulo G (t.j.p = p} = p}),
aebo sa jednym krokom zredukuje na 0 (t.j.0 = p} = p)). Predpokladajme, Ze (iii) plati pre
vaetky p také, ze ht(p) <r t pre ngaké pevnét € Ty (hlavny indukény predpoklad). Uvazujme
p taky, ze ht(p) = t. Ak t jeireducibilny modulo G, tvrdenie iste plati. Ddvodom je, Ze redukcie
polyndmu p mdzu zahihat ibatermy mensSiev zmysle <, Cize ak

p=M(p)+ (p—M(p) —& M) +p1 = p)
atiez
p =5 M(p) +p2 = sy,

induk&ny predpoklad (pouzity nap — M(p)) implikuje p; = p, atedap) = pi,. Predpokladajme
preto, Zet je redukovatel'ny a oznatme mnoZzinu polynémov z G, ktoré ho dokazu redukovat,

Rp,G = {gb cee agm} .
Zoberme polynomy r, pq, p; take, ze
M(p) ol p— M(p) '_%T‘ P1, r+p1 '_>*G pll (2-5)

atedag

p—=& M) +p1—ar+pL—g D)

Predpokladajme teraz, Ze existuje tiez polynom py, taky, ze p —7, p),. Rozoberme dve moznosti.
(a) Najprv predpokladajme, Ze novaredukciaje tvaru
M(p) =g T, pP— M(p) HZ‘ ﬁQ? T+ﬁ2 Hg p/27 (26)

pric¢om prostredné redukcie (ak negjaké sti) savykongj U ngjskor. Tvrdime, Ze zatychto podmienok
majUr+p, ar-+p, spolocného naslednika. Dokazemeto indukciou podl'apottu krokov v redukcii
P2 —¢ 1 (ktoravzdy existuje vdakahlavnému indukénému predpokladu). Ak pocet krokov je0,
jeto trividlne. Predpokladajme teraz, ze r + f ar + p» maj spolotného naslednika vzdy, ked
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Grobnerove bazy 2.3 Grobnerove bazy a Buchbergerov algoritmus

Py ¢ f v L krokoch. Nech f je taky, Ze p, ¢, f v £ krokoch a f ¢ p;. Podla vety 2.7
existuje s taky, ze
r4 f g, T+ P g s,
KedZe podl'aindukéného predpokladu (neskorsieho) existuje i taky, ze
7’4‘152'—’5}1/, 7“+f’—’25h>
mame pre nejake 3,
r+fr—>*G§, r4+p1—g S, T+ Py =5 b, r+fr—>gfz.

KedZe vedlce termy vSetkych tychto polynémov si menSie ako ¢, podla hlavného indukéného
predpokladu § = A, t.j. 7+, ar+j, majl spoloéného naslednika. Spolus(2.5), (2.6) ahlavnym
indukénym predpokladom mame p) = pj,.

(b) Predpokladajme teraz, Ze mame 7, p, take, ze

M(p) =g, 7. P—M(p) = P2, T DG P, 2.7)
kde2 < j < m ateda

P =& M(p) + Do =i T+ Pa —§ Ph -

Uvazujmetiez redukcie

M@P) =g,  p—MP)—&be,  T+P2G D, (2.8)
t.j.

p =& M(p) 4 P2 =6 7+ Do g Dy = Py (2.9)

(vdaka vysledku z Easti (a)). Upravou dostavame

(o 7a) = () =7 = = (MO) — MO) - s5) = (M) = MOp) - st) =

Kedze g1,9; € R, ¢, posedny vyraz je sicin S(g1, g;) ajednoClenu. Podl'a podmienky (ii) a
vety 2.6 existuje f take, ze

F4+pa—=g [ T4 pag f.

Konetne, podla (2.7), (2.8), (2.9) ahlavného induk&ného predpokladu, p| = pj.
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Grobnerove bazy 2.3 Grobnerove bazy a Buchbergerov algoritmus

(iii)=(i): Maimelubovolny p € (G). Uk&zeme, ze za predpokladu (iii) plati p —¢ 0. Podl'a(1.2)
existujuk e N0 £ h; € Flxlag, € G(i =1,2,... k), 2ep=hyg1 + - - + hygx.

Postupujme indukciou podla k. Ak k = 1, tak p = hyg;. KedZze M (p) = M (h1)M(¢1), p (8K
je nenulovy) sadaredukovat modulo ¢;. Vysledok redukcie je opat nasobkom ¢, preto ho (ak je
nenulovy) mozno opéat redukovat' modulo ¢, atd. Postupnost redukcii je vzdy konecna (veta2.4),
preto nutne p — ¢, 0.

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre k a

p=higi + -+ hpgr + hgy1Gk41 = p1 + P2

'

p1 P2
Z induk¢ného predpokladu (nakol'ko p — py = p1)
P00 a p—pa—t 0. (2.10)
Podl'avety 2.6 maji p a p, spolo¢ného naslednikap’, t.j.

/!

p—ep —ep"s paebp LD (2.12)

Z (2.10) a(2.11) vieme p, zredukovat Uplnou redukciou na0 g nap”, takze podla (iii) p” = 0 a
z(2.11) p —¢ 0. Tvrdenie preto plati g pre k + 1.
0

Podl'a vety 2.8 je vysedok Uplng redukcie podla Grobnerove] bazy jednoznatny (bez
ohl'adu na kroky redukcie). Budeme preto pisat p’ = Red(p, G) namiesto p —7. p'. Funkcia
Red(-,G) : Flx] — F[x] je kanonickou funkciou pre F[x]/ (G), o ¢om hovori nasledujlca
veta

Veta 2.9. Ak G je Grobnerova baza, tak
Red(p;, G) = Red(p2, G) — p1—p2 € (G) .

Ddkaz: Dokazme najprv prvla implikéaciu. Nech p’ = Red(p;, G) = Red(p2, G). Potom
p1—p € (G)ap, —p' € (G). Preto

(p1—p)—(p2—p)=p1—p2€ (G) .

Na dokaz druhej implikécie staci pouzit vetu 2.6 (na p; — p, € (G)) a potom Cast (iii)
Zvety 2.8.
O
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Grobnerove bazy 2.3 Grobnerove bazy a Buchbergerov algoritmus

Kanonickost je velmi vyznamnavlastnost, ktora nam umoznuje robit vypocty vo faktorovom
okruhu F[x]/ (G). Viac satomu budeme venovat v kapitole 4. Uvedme teraz, ako nam veta 2.8
umoziuje zostrojit algoritmus na vypocet Grobnerovel bazy.

Veta nam dala navod, ako otestovat, Ci danabaza ) C F[x] je Grobnerova Staci testovat, i

S(q1, G2) '_>5 0 Va1,02 € Q, 1 # ¢z (2.12)

Povedzme, Ze ngdeme dvojicu (g1, ¢2) taka, ze

S(q1,q2) =51 #0. (2.13)

Zistili sme, Ze  nie je Grobnerova a musime k nej pridat’ ngjaky polynom z (@Q). Uz sme
naznatili, ze dobry kandidat na pridanieje S(q1, ¢2) (v ktorom si navzgom eliminované ht(q;)
aht(go)). ESte lepsSi kandidét je ry z (2.13), pretoze r; € (Q) (nakol'ko 1 ~ S(q1,q2) € (Q)) a
r1 = S(q1, ¢2)- Spolu mame

(Q) =(QU{r}) a S(q1,42) = GQugry 0-

Po pridani r; do () tak zabezpeCime vynulovanie (redukciou) jedného S-polynému. Testujeme
dalg na(2.12) rozSirenlmnozinu (pridanimr, vznikli nové S-polyndmy aniektoré staré mézu byt
eSteneotestované). Ak ngdeme S-polyndm, ktory zredukujeme (modulo QU{r; }) naireducibilny
polyndém r, # 0, pridame ho k baze atd.

Ostava jedina otazka, €i popisany algoritmus vzdy skonci. Na fiu sme sa pripravili v Gvode
kapitoly. Sta€i sa pozriet na postupnost

ht(?"l), ht(’f’g), ce . (214)

Prekazdé k jer,, ireducibilny modulo QU {r1, . .., rx_1}, preto ht(r,) nieje nasobkom Ziadneho
zht(ry), ..., ht(r,_1) (inak by sadal redukovat). Postupnost (2.14) preto podl'avety 2.1 nemdze
byt nekonetna

Priklad 2.6. Uvazujme qq, ¢2 € Q[z, v, 2], @ = {q0, (1} ausporiadanie <, pricom
CIozxy2+z, G =xz—1.
Zostrojme pre () Grobnerovu bazu. Mame

S(QO7Q1):Z'QO_?J2'Q1=y2+Z2ZQ2'_’Zz€I2.
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S-polyndm sa nezredukoval na 0, testujeme teda dale.
S(g0,@2) =1-qo — - gz = —22> + 2 =4, 0.

Podl'a prikladov 2.5 a2.2 & S(q¢1, ¢2) qul, oy 0- Tedamnozina {qo, g1, ¢-} j& Grobnerova baza
idedlu (Q).
O

2.4 JednoznaCnost’' redukovang Grobnerove bazy

Ukézali sme si existenciu Grobnerovej bazy a algoritmus naje ngdenie (pozri g algoritmus 2).
Pripravili sme tak zazemie pre mnohe aplikacie. Prv, nez saim zatneme venovat, pozrime sana
dolezité vysledky, ktoré pracu s Grobnerovymi bazami zefektivnia.

Je jasng, ze Grobnerova baza pre dany ideal nie je jednoznatne uréena. Nezavisi ibaod < 7.
Napriklad ak G je Grobnerovabazapre (G),jenoua GU{r} prekazdy polyndbmr € (G).Mohlo
by nas zaujimat, Ci z dangj Grobnerove) bazy nemozno niektoré polynémy vynechat (pripadne
nahradit jednoduchSimi) tak, aby ostala Grobnerovou. Nasledujlce vety a definicie ukazuj, Ze
tomoznéje.

Veta 2.10. Ak G je Grobnerova baza, ¢g1,92 € G, g1 # g2 a ht(ge) | ht(g1), potom g
H = G — {¢1} je Grobnerova baza toho istého ideil u.

Dokaz: Zrgme H C (G). Stafi (podi'a definicie 2.8) ukézat, Ze pre kazdy p € (G)
plati p —7; 0 (z toho okrem grobnerovskosti H mame g p € (H) ateda (H) = (G)). Keby
smemali p —3, p’ # 0, kedze p’ —/, 0, existuje polynom g € G, ktorym sa redukuje p’. Ak
g € H, mame spor sireducibilnostou p’ modulo H. Preto g = ¢g;. Ale potom sadap’ redukovat
g polynbmom g, € H.

0

Z Grobnerove bazy teda mdzeme postupne vynechat kazdy polynom, ktorého vedici term je
nasobkom vedlceho termu iného polynému z bazy. Po vynechani vSetych moznych polynémov
dostaneme bazu, ktorabude mat’ k jednoznacnosti bliZzSie. V akom zmysle, to ukazuje nasl edujca
definiciaaveta
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Definicia 2.10. Grobnerova béza sa nazyva minimélna, ak ht(g;) 1 ht(g:) pre kazdé dva
rozne g1, g» € G ahc(g) = 1 prekazdy g € G.
0

Z predchadzajliceho je jasng, ako minimalnu bazu vyrobit z 'ubovolngl Grobnerovej bazy.
(Polyndmy v baze si zrejme mbzeme dovolit normovat.) Len pre doplnenie, nazakladevety 2.1 je
kazda minimal na baza konetna (Buchbergerov algoritmus nam samozrej me vygeneruje konecnl
bazu, vo vSeobecnosti vSak mbdze byt Grobnerova baza nekonetna — napriklad kazdy idedl je
svojou Grobnerovou bazou).

Veta 2.11. AK G = {¢1,...,9n} @ F = {f1,..., ¢} sU dve miniméne Grobnerove bazy
pre ided (Q), potom m = ¢ a po preCidovani (ak je potrebné) ht(f;) = ht(g;) pre vSetky

1=1,...,m.

Dokaz: Kedze f, jev (Q) akedze G je Grobnerovabazapre (@), existujei také, Zeht(g;) deli
ht(f1). Po pre€islovani, ak je potrebné, mdzeme predpokladat, zei = 1. Aj g1 jeVv (Q) akedze
F je Grobnerovabazapre (Q), existuje j také, zeht(f;) deli ht(g;). Spolu mameht(f;) | ht(f;)
azminimalnosti 7' nutne j = 1 aht(f;) = ht(gy).

Podobne f; jev (@) atedaexistujei také, zeht(g;) deli ht( f2) (kedZe G je Grobnerovabaza).
Miniménost F afakt, ze ht(f;) = ht(g;) zabezpeCia: # 1 apo preCislovani (ak je potrebné)
mame ; = 2. Rovnako ako v predoSom dostaneme ht( f5) = ht(gs).

Tento proces pokracuje, kym neminieme vsetky polynomy z F' a G. Preto m = ¢ a po
precislovani (ak je potrebné) ht(f;) = ht(g;) prevsetky i = 1,...,m.

0

Ani minima na Grobnerova baza nie je jednoznatne urend, jednoznatne urena je mnozina
vedUcich termov jg polyndémov. Minimalizaciou sme zmensili poCet jg polyndmov najviac, ako
sa dalo (skutocne, veta 2.11 spolu s postupom mimimalizacie ukazuje, Ze mensi pocet prvkov
mat' Ziadna Grobnerova baza nemdze). Co eite mdzeme s bazou urobit je skisit zjednodudit jej
prvky. ZjednoduSovat (redukovat) nejaky prvok g € G mdzeme len modulo iné prvky z G (aby
sme s nim ostali v idedle). Ostane ale baza po takejto redukcii Grobnerovou? Odpoved dava
daSaveta

Veta 2.12. Nech G je minimalna Grobnerova béaza, g1 € G a g1 —¢—{g} g2. Potom g
H = (G —{¢1}) U{g2} je minimana Grobnerova baza toho istého idealu.
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Dokaz: Nakol'ko G je minimana, ht(g;,) = ht(gs). Zreme g, € (G), &ize H C (G). Dalej
staCi skopirovat postup z dokazu vety 2.10.
0

Uvedena veta plati g vo verzii bez slovka minimalna. Plati g ked namiesto jedného kroku
redukcie ich urobime l'ubovol'ne vel'a (sta€i vetu pouzit opakovane). To nam umoznuje transfor-
movat minimanu Grobnerovu bazu G = {gy, .. ., g} Nnanovl bazu nasledovne.

g1 '_>*H1 hl! kdeHl = {927 e '7gm};
g2 '—>*H2 h’2’ kdeH2 = {h17937 LR JQWL}l

gs *—>*H3 hg, kdeH3 = {hl, hg,g4, R ,gm},

Im |—>*Hm hm, kdeHm = {hl, hg, e hm—l}-

Podl'a predchadzajlce) vety mame preidedl (G) postupnost minimalnych Grobnerovych baz
G, {hl,gg,...,gm} y {hl,hg,g:;,...,gm} g vy {hl,...,hm} = H. (215)

Dostali smenovl bazu H. Pritom Ziadny h; sauz dalej nedaredukovat modulo H — {h;}, pretoze
vedlce termy polynébmov mnoziny H — {h;} sl rovnaké ako vedlice termy polynémov z H; (to
vyplyva z vety 2.11 a z toho, ze H a H; U {h;} s podl'a (2.15) minimane Grobnerove bazy
pre (G)) a h; je ireducibilny modulo H,. Baza H sateda neda viacej zjednodusit a spiha tito
definiciu.

Definicia 2.11. Grobnerovabéza G sanazyvaredukovana, ak pre kazde g € G plati he(g) = 1
ag jeireducibilny modulo G — {g}.
([l

Ukézali sme si, ako redukovanl bazu zostrojit. Na zaver ostava overit to, k comu v tegjto
podkapitole smerujeme, totiz ¢i pre dany idedl je redukovana Grobnerova baza jednoznatne

urCena. Potvrdzuje nam to Buchbergerova veta (publikovanav [5]).

Veta2.13. (Buchbergerova.) Vzhl'adom napevné usporiadanietermov <, makazdy ideél v F[x]
prave jednu redukovant Grobnerovu bazu.
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Dokaz: Z predchadzajiceho vieme, Ze kazdy ided ma nejaku redukovant Grobnerovu
bézu. Potrebujeme len dokézat jednoznatnost. Nech G = {¢g1,...,g9m} @ H = {hy,..., hy} SO
redukované Grobnerove bazy toho istého idedlu (Q). Podl'a vety 2.11, kedze kazda redukovana
baza je minimana, obe mnoziny G a H majl rovnaky pocet prvkov a mézeme predpokladat, ze
pre kazdé i plati ht(g;) = ht(h;).

Zoberme lubovolné i, 1 < i < m. AK g; # h;, potom g; — h; # 0 leZi v (Q)) a preto
existuje j také, ze ht(g;) deli ht(g; — h;). Kedze ht(g; — h;) <r ht(g;), nutne j # 4. Pritom
aeht(g;) = ht(h;) deli ngaky term g; aebo h;. To je v spore s predpokladom, ze G a H sl
redukované Grobnerove bazy. Preto g; = h; anasedne G = H.

O

Priklad 2.7. Baza, ktorismevygenerovali v priklade 2.6, niejeminimalna, pretozeht(qs) | ht(qo).
Po odstraneni ¢, dostaneme Grobnerovu bazu {y? + 2%, zz — 1}, ktora uz je minimanaaje g
redukovana. Podl'a predo3lg vety je pre svoj idedl jedina (vzhl'adom na usporiadanie < ).

O

2.5 VylepSenia Buchbergerovho algoritmu

Nazaver tejto kapitoly si ukazeme niekol’ko zefektivneni avylepSeni algoritmu na vypocet Grob-
nerovej bazy. V prvom rade, s redukovanou bazou sa pracuje lepsie ako s neredukovanou, takze
na konci Buchbergerovho agoritmu mozeme vykonat proces redukcie z predosle podkapitoly.
Redukovanost mnoziny je vak vlastnost, na ktorl sa nemusime pytat’ iba pri Grobnerovych
bazach. Definiciu 2.11 mézZeme rovnako dobre sformulovat' pre 'ubovol'n bazu idealu.

Na skonStruovanie redukovangj bazy k danel baze, ktora nie je Grobnerova, nestaci postup,
ktory smeaplikovali naGrobnerovu bazu. Pri minimalizovani by sme mohli odstranenim nevhod-
ného polyndému zmenit ideal, ktory dana mnozina generuje. Na druhgj strane, nepotrebujeme,
aby sapri transformovani zachovaval apodmienkagrobnerovskosti. Modifikaciavety 2.12 (vyne-
chanim spojenia minimalna Grobnerova) pre I'ubovol'ni bazu plati. Opakovanym pouzitim tejto
modifikacie na danli bazu ju vieme vzdy spravit redukovanou (hoci vysledok takejto redukcie
nebude jednoznacny). Detaily, ako takl redukciu spravit ¢o nagjefektivng/Sie mozno ngst' v [3].
Univerzalny agoritmus, ktory Grobnerovu bazu pretransformuje na redukovant Grobnerovu
bazu a kazd bazu pretransformuje na redukovani bazu je algoritmus 3.

Pred tym, ako pouZzijeme na bazu Buchbergerov algoritmus, mdzeme ju zredukovat. V mno-
hych pripadoch tak samotny vypocet Grobnerove bazy zrychlime (zmenSime pocet zaCiatotnych
S-polynémov atie budl jednoduchsie). Takisto je mozné vykonavat redukciu po kazdom pridani
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nového polyndmu. Takato medziredukciamdze vypocet zrychlit, méze ho vsak g spomalit (vel'a
medziredukcii mdze zabrat' viac Casu, ako samotny vypocet bez nich).

ZaujimaveiSie je zrychlit algoritmus na inom mieste. Najviac Casu zaberie testovanie, Ci
dany S-polyném sa redukuje na nulovy polynom. Pritom prave nulovy vysledok redukcie sa
objavi pomerne Casto (algoritmus vdaka tomu skonci) a cely proces redukcie na nulu nijako
dalg nevyuZivame. Na&tastie, vel'a takychto nulovych redukcii mozno predvidat’ bez vypoctov a
preskoCit ich. Stafia k tomu nasledovné dve zistenia.

Veta 2.14. Ak nsn(ht(f),ht(g)) = ht(f) - ht(g), potom S(f, g) =}, 0.
0J

Veta 2.15. G je Grobnerovabaza prave vtedy, ked pre kazdeé f, g € G plati aspon jedna z tychto
podmienok.

(i) S(f.9) =& 0,

(i) 3h € G, f # h +# g, teky, ze
he(h) | nsn(he(f), ht(g)),  S(f.h) =50, S(h,g) =4 0.

O

Veta 2.14 umoziuje netestovat v Buchbergerovom algoritme S-polyndmy takych f, g z bazy,
pre ktoré nsn(ht(f), ht(g)) = ht(f) - ht(g). Veta 2.15 zasa takych, ku ktorym existuje v baze
polynobm h, ktory sme uz s obomatestovali (tedaS(f, k) & S(h, g) sauz obaredukuju nanulu) a
ktory spiRaht(h) | nsn(ht(f), ht(g)). Ddkazy uvedenych kritérii mozno najst v [6].

HIbsi pohl'ad do problematiky detekovanianenutnych redukcii v algoritmemozno ngst'v [7].
My si vystafime s textom uvedenym v tejto kapitole, ktory nas teoreticky zabezpecil pre dalSie
vyuZitie.
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Kapitola 3

Dokazy viet elementarneg geometrie

3.1 Princip dokazovania

V dvadsiatom storo¢i zaznamenala matematika vel'ké zmeny. Vyvinulo sa mnozstvo novych
odvetvi, vyriesili sa problémy, ktoré odolavali celé desatroCia a storoCia a nastolili sa nové.
Jednu z vyznamnych zmien priniesli poCitae. Pomocou nich je mozné obrovské mnozstvo
automatickych operéacii vykonat' v kratkom Case. Spomenme napriklad problém Styroch farieb
alebo Keplerov problém (zaobera sa Ulohou, ako €o ngjefektivneSie pokryt priestor rovnakymi
gulami), ktoré sa tak podarilo vyriesit. Vypottova technika nam pomoze g pri transformacii
bazy idedlu na Grobnerovu. Staci vhodne implementovat Buchbergerov algoritmus. Mnozstvo
vypoCtov potrebnych pri redukcii je rucne vykonavat nemoznée.

Otazkou, ktorou sa budeme zaoberat’ a ktor(i prevedieme do rei polynomickych idedov, je
dokazovanie viet v geometrii. Zamyslime sa, ako s €asto formulované geometrické dokazovée
ulohy. Dané si nejaké predpoklady hovoriace o tom, v akom vztahu (kolmost, rovnobeznost,
incidencia, vzdialenost) sl k sebe postavené rozne geometricke Gtvary (priamky, body, kruznice
ainé). Na zaklade tychto predpokladov treba odvodit tvrdenie, ktoré takisto hovori o vztahoch
medzi Utvarmi.

Pritom v3etky tieto vztahy sa daju dobre algebraicky popisat’ pomocou analytickel geomet-
rie. Kazdy bod v rovine vieme jednoznacne urcit jeho dvoma rednymi sradnicami (mnozinu
reanych Cisel oznaCujme R) a Gtvary zasa koneCnym poctom bodov. Jednotlivée sivislosti tak
prepiSeme pomocou slradnic vystupujticich bodov. Ukazme si strucne na prikladoch algebraicky
prepis zakladnych vztahov, aby sme videli, aké vyrazy vznikn(.

Priklad 3.1. V rovine su siradnicami dané body A = (a,,a,), B = (b,,b,) aC = (¢, ¢y)
(B # (). Chceme pomocou siradnic prepisat podmienku, Ze bod A |eZi napriamke BC'. To plati
préve vtedy, ked vektory B — A = (b, — a,, b, — ay) aC — A = (¢, — az, ¢, — a,) sUlineérne
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zavid g, teda ked determinant matice, ktor( tieto dva vektory tvoria, je nulovy. To zapiSeme
(br — az)(cy — ay) — (b, — ay)(cz —a;) =0. (3.1
Podmienkamatedatvar ¢; (as, ay, by, by, ¢z, c,) = 0, kdeq; € Q[zy, ..., z6].

O

Priklad 3.2. V rovinesi danépriamky AB aC D siradnicami bodov A = (a,, a,), B = (bs, b,),
C = (¢4, ¢y) @D = (d,, d,). Zaujimanas, €i sU nasebakolmé. Stai otestovat, €i skalarny sicin
ich smerovych vektorov je nulovy, t.j. Ci

(by —az)(dy —cz) + (by —ay)(dy —¢,) =0. (3.2
Podmienka ma polynomicky tvar ¢z (a,, a,, by, by, ¢, ¢y dy, dy) = 0, q2 € Qay, .. ., xs].

O

Priklad 3.3. Krané body UseCiek AB a C'D magju suradnice A = (ay,ay), B = (bs,by),
C = (¢p,c,) aD = (dg,d,). Majlu setky rovnakii dizku? Podl'a Pytagorovej vety nés teda
zaujima platnost rovnosti

V0@ = b2+ (= 0,)2 = /(6o — du)2 + (0, — )2
ktora je ekvivalentna s rovnostou
(ap —by)* + (ay — b,)? — (cx —dy)* — (¢, — d,)* = 0. (3.3)

Opét' mame polynomicky tvar gs(a,, ay, by, by, ¢z, ¢y, dyy dy) = 0, g3 € Q[z1, . .., 3]
]

Podobnym spdsobom sa daju zapisat’ podmienky na rovnobeznost priamok (cez linearnu z&
vislost smerovych vektorov), zhodnost obsahov (cez vektorovy sicin), zhodnost uhlov, zhodnost
vzdialenosti od (tvarov a dalSie. Samozrejme, nemusime sa obmedzit iba na rovinu. Rovnako
mozeme postupovat' v priestore Ci Vo viacrozmernegl geometrii.

Mameteraz nejakl dokazov Ulohu v geometrii a pozrime sa, ako ju mézeme preformul ovat.
Zvolime si vhodnU sUradnicovi sUstavu a kazdému bodu zo zadania priradime dve premenné
— x-ovU a y-ovl slradnicu. V praxi je dobré zvolit poCiatok a smer osi tak, aby sme museli
zaviest €o ngjmengj premennych (napriklad ak leZi bod na z-ovej osi, jeho prva siradnica je
automaticky nulova a staci tak priradit mu jednu premennd). Povedzme, Ze zavedené premenné
budl x4, ..., z,. Predpoklady zadania prepiSeme pomocou polyndmov p;, ako ukazujl priklady
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3.1, 3.2 a 3.3. Rovnako prepiSeme g tvrdenie, ktoré chceme dokéazat' (povedzme podmienkou
t = 0). V&etky tieto polyndbmy modzeme chapat' ako prvky Flxy, ..., z,] = F[x]| (konkrétne
F = Q). Uloha nakoniec nadobudne tvar

p=0,... . pn=0 ==  t=0. (3.4)
Inymi slovami, chceme ukézat, ze &k pre z4,...,z, € R plati p;(zy,...,z,) = 0 (pre kazdée
i=1,...,m),potomg t(zq,...,x,) = 0. Ak sanamimplikéaciu (3.4) podari dokazat, znamena
to, ze kedykol'vek sl splnené predpoklady, plati g tvrdenie. ViyrieSime tym pdvodnl geometrick(
tlohu. Ak implikéciu vyvratime, t.j. ngdeme x4, ..., x, € R také, ze predpoklady su splnené
a tvrdenie nie, este to nemusi znamenat, ze pdvodné geometrické tvrdenie neplati. Hodnoty
x1,. .., T, Ktoréimplikaciu vyvracaj(, totiz mdzu reprezentovat takli geometrickl situaciu, ktora
pre zadanie nie je pripustna— tzv. degenerovany pripad (napr. identickost dvoch bodov, ktoré st
zo zadania apriori rdzne). Tomuto pripadu sa budeme venovat v nasledujlcej podkapitole.
Zamyslime sa nad tym, ako by sa dala implikacia (3.4) dokazat. Ak sa nam podari vyjadrit
polyndm ¢ vhodnym skombinovanim polynémov p;, presnejSie, ak ngjdeme f; € [F[x]| také, ze

potom zrejme (3.4) plati. Také f; sa nam skutotne mdze podarit ngjst, ako ukazuje nasledujci
priklad.

Priklad 3.4. Poklsme sa naCrtnutym postupom dokazat, ze taznice v I'ubovolnom trojuhol-
niku ABC' sa pretingj v jednom bode. Oznacme stredy stran BC, C A a AB postupne K, L
a M. Priesetnik priamok BL aC'M oznatme T'. Chceme ukazat, ze T' lezi na AK.

Zavedme slradnicov(l slstavu a premenné c,, ¢, t,, t, tak, ako ukazuje obrézok 3.1. Pred-
poklady tvrdeniasi 7" € BL a'T' € C'M. Pomocou (3.1) ich (po Uprave) prepiSeme na

tpcy  tyCy
2 2

& t
§y+txcy+§y20.

plz__ty_ =0 a p2:_tycx_

2
Dokazovanétvrdenie T’ € AK prepiSeme rovnakym spdsobom ako

lpoCy  tyCp 1y
—=0.
2 2 * 2

t=—

KedZzet = —p; — po, tvrdenie z predpokladov naozaj vyplyva—nadli sme polynomy f; a f, take,
zet = fip1 + fop2 (Konkrétne fi = fo = —1).
O
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C = (cz,cy)

Na pomoc tak prichadza tedria polynomickych idedl ov, nakol'’ko vyjadrenie (3.5) je ekvivalentné
stym, ze ¢ patri do idedlu (py,...,p,) (pozri (1.3)). Prvy spdsob na rieSenie (3.4) sa nam
priamo ponlka. Stai skonStruovat' pre bazu {pi, ..., p,} = P Grobnerovu bazu G (vzhl'adom
nalubovolne zvolené <) aredukovat fou t. Ak t —/, 0, tak (3.4) plati. Ale€o ak t —, ' # 0?
MoZeme v takom pripade povedat, Ze (3.4) neplati? UrCite nie. Neplati to ani pri polyndmoch
jedngj premenngj. Na kontrapriklad stati zobrat m = 1, p; = z* at = x. Potom ¢ ¢ (p,), ale
z nulovosti p; celkom iste vyplyvanulovost ¢.

Ak teda zistime, ze t ¢ (P), mdzeme rovnakym spdsobom otestovat, ¢i t2 € (P). Ak
ano, potom (3.4) plati (ak t> = 0, nutne g t = 0). A ak nie, mdzeme skiSat Sastie s dalSimi
mocninami ¢. Tento postup skutocne Casto funguje. V praxi dokonca (v pripade platnosti (3.4))
v&Csinou uz z prvého testu (Ci ¢t € (P)) ziskame kladn( odpoved. Takymto spdsobom (spolu
s pridanim dopl iuj tici ch podmienok, o ktorych pojednava dal&ia podkapitola) dokazali Kutzler a
Stifter [8] mnozstvo zakladnych viet elementarngl geometrie.

Teoretické zazemie pre Kutzlerov a Stifterov postup poskytuje slavna Hilbertova Null-
stellensatz, ktori pouZijeme g neskor a preto ju tu uvedieme (ddkaz mozno ngjst v [6]).

Veta 3.1. (Hilbertova o nulach.) Nechp,, ..., p, € F[x] aH jeagebraicky uzavreté rozSirenie
pol'aF. Potom nasledujlce dve podmienky sl ekvivalentné.

(i) Ve e H” p(x)=0, ..., pn(x)=0 = t(x)=0.

(i) Ir e N také ze t" € (p1,...,pm) -
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Podl'a tejto vety z platnosti implikécie (3.4) vyplyva, Ze niektora mocnina ¢ do (P) padne.
Nutné ale je, aby implikacia platila pre algebraicky uzavreté rozSirenie pola F = Q. Pole R
pritom algebraicky uzavreté nie je, je nim az C (pole komplexnych Cisel). Uvedenym postu-
pom tak mozno dokazat' len tvrdenia, ktoré platia vo vSeobecnejSef komplexng verzii. Tento
nedostatok zatial' ponechajme bokom. Mnohé tvrdenia o redlnych Cislach platiav skutocnosti g
0 komplexnych.

Zamyslime sa radSg) nad situaciou, ked implikacia (3.4) v rozSireni na C neplati. Vtedy
nam predchadzajlici postup neda odpoved naotazku, ¢i (3.4) plati. NembZeme testovat mocniny
t nekonecne diho. Mdzeme len na zaklade nelispednych testov pre niekol'ko prvych mocnin ¢
odhadovat, Ze implikacianeplati.

Chcdli by sme taky algoritmus, ktory implikaciu (3.4) dokaze nie iba overit, ae (v pripade,
Ze neplati pre C) g vyvréatit. Na to bude dobré preformulovat tito otazku trochu inak. Zreime
platnost (3.4) (Ci uzv R aebo v C) je ekvivaentnastym, Ze kazdé rieSenie slistavy

m=0,...,p,=0 (3.6)

(v prislusnom poli) je rieSenim rovnice ¢t = 0. Pritom ak ¢ = 0, tak rovnicatz — 1 = 0 nema
Vv neznamg z riedenie. Ale g naopak, ak t £ 0, rovnicatz — 1 = 0 rieSenie celkom isto ma
(konkrétne z = 1/t). Uvedomiac si vSetko spolu méame, Ze (3.4) plati prave vtedy, ked sUstava

p1:O>-~~7pm:O,tZ—1:0 (37)

nemariedeniev neznamych {z1, . .., z,,, z}. (Skutoéne, ak (3.4) plati an-tica (zy, .. ., z,) spiha
prvych m rovnic sistavy (3.7), spiha celti (3.6) a preto spifiaaj ¢ = 0. Preto tz — 1 = 0 nema
rieSenie a nemdze ho mat ani (3.7). Naopak, ak (3.4) neplati, existuje n-tica spiiajlca (3.6) a
t # 0, potom detaistan-ticaspoluso z = 1/t jerieSenim (3.7)).

Otazku platnosti implikéacie (3.4) sa nam teda podarilo transformovat’ na otazku neriesitel’-
nosti sistavy (3.7). O riesitelnosti l'ubovolng siistavy mozno rozhodnit' vdaka nasledujicemu
jednoduchému dosledku Hilbertovej Nullstellensatz.

Veta3.2. Nechq, ..., q; € F[x] aH je agebraicky uzavreté rozSirenie pol'aF. Potom sistava
¢1=0,...,qq=0 (3.8)

nemav H rieSenie prave vtedy, ked 1 € (g1, ..., qx).
Dokaz: Stafi vovete 3.1 dosaditt = 1, m = k ap; = ¢;. Ak slstava (3.8) nema rieSenie,

potom je v Hilbertovej vete podmienka (i) spinena (Iebo predpoklad implikacie nie je splneny
pre Ziadne x € H") atedaje splnena g podmienka (ii), Cizel” =1 € (q1, ..., qk)-
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Naopak, &k 1 € (q1,...,qx), je splnena (ii), preto plati g (i) a sUstava (3.8) nemdze mat
riedenie (Ziadne = € H" nespifiarovnicu 1 = 0).
0

O nerieSitelnosti slistavy (3.7) vdakavete 3.2 rozhodnemetak, Zze overime, €i 1 € (P, tz — 1)
(uvazujeme okruh FF[x, z]), t.]. &i Grobnerova béaza tohoto idedlu (po normovani) obsahuje jed-
notku (ak ju neobsahuje, potom1 ¢ (P, tz — 1), lebo 1 sadaredukovat iba sama sebou). Vlastne
tak overime, Ci (P,tz — 1) = [F[x]. Poznamename, ze ak Grobnerova baza idedlu obsahuje 1,
tak redukovana Grobnerova baza je rovna {1}. Takymto spdsobom postupoval pri dokazovani
geometrickych tvrdeni Kapur [9].

Nasli sme postup, ako urime platnost implikacie (3.4), opat vSak overime jg platnost v C,
nie v R. V pripade, ze redukovana Grobnerova baza idedlu (P,tz — 1) nebude {1}, vieme
z vety 3.2, ze (3.4) neplati, teda existuja z4, . .., z, € C, zep;(z1,...,2,) =00G =1,...,m)
at(ry,...,x,) # 0. Ako uvidime v nasledujicej podkapitole, z Grobnerovej bazy idedlu
(P,tz — 1) mozno v tomto pripade dobre analyzovat' Struktru rieSeni (3.7) a dokonca nie-
kedy komplexné rieSenia a rieSenia reprezentuj ce degenerované pripady eliminovat a pdvodné
geometrické tvrdenie dokézat. To je hlavna vyhoda K apurovej metddy oproti Kutzlerove) a Stif-
terovel metdde, ktora je zasa rychlgjSia (Grobnerovu bazu v nej tvorime pre idedl s mensSim
poctom generujcich polyndomov a menSim poctom premennych — bez polynébmu ¢tz — 1 a bez
premenng z).

Uvedme si teraz dva priklady. Jeden ako demonstraciu, ze implikacia (3.4) mozeplatit v R a
neplatit v C, druhy ako aplikaciu Kapurovho postupu.

Priklad 3.5. Mame polynomy p,t € Q[z,y], p = 2% + 3, t = z. Potom v rellnych €islach
implikécia
p=20 — t=20
plati (ak z,y € R spifigji 22+ y% = 0, nutnez = y = 0), alev komplexnych &islach neplati (stat
zobrat v = lay =i)al ¢ (2 +y% xz — 1). V skutocnosti pri lexikografickom usporiadani
takom, ze v <, y <; z je {y? + 2% zx — 1} priamo redukovana Grobnerova baza (stali
v priklade 2.7 vymenit premenné = a z) a neobsahuje jednotku.
0

Priklad 3.6. (Ruska MO 2001.) Vnltri rovnobeznika ABC'D |eZi bod K, pricom |CL| = |LK|

a|AM| = |MK|, kde L a M sl postupne stredy stran AD aC'D. Ozna€me N stred Usecky BK .
Dokézte, ze K je priesetnikom vy3ok trojuholnika ANC..

31



Dokazy viet elementarng) geometrie 3.2 Doplfiujtice podmienky

D=(c;—1,¢) NI:(%_%VC@/) C = (co,¢y)

A:(O,o) B=(1,0)

Obr. 3.2: Priklad 3.6

Zavedme slradnice a premenné ako na obrézku 3.2. Predpoklady si [CL| = |LK| a
|AM| = |MK]|, dokazované tvrdenia s AK LCN a CK_L1LAN. Pomocou (3.3) prepiSeme
predpoklady na

atvrdeniacez (3.2) na

tlzkm(%jL%—cm)—l—ky(%y—cy —0
ty = (ky — i) (B + 1) + (b, — c,)2 = 0.

Grobnerova baza idedlu (p1, pa, t12 — 1) v okruhu Q[c,, ¢y, ks, ky, 2] je {1}, preto AK LCN.
Rovnako g idedl (p1, p2,t2z — 1) maGrobnerovu bazu {1} atedaC K L AN. K je potom nutne

prieseCnik vy3ok trojuholnika ANC..
U

3.2 Doplnujuce podmienky

V predchadzaj Gcom texte sme Uplne vyrieSili otézku platnosti implikéacie (3.4) nad C. Ako sme
poznamenali, mdze sa stat, Ze (3.4) neplati ani nad R a napriek tomu pdvodné geometrické
tvrdenie plati. Pricinou je, Ze neplatnost implikéacie nastane len pre ngjaky degenerovany aebo
Speciany pripad, ktory zadanie nepriplsta. PresnegjSie preformul ovanie geometrického tvrdenia
ako implikacia (3.4) poskytuje implikacia

p1=0,. ..., 9pn=0,5#0,...,8#0 == t=0, (3.9
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kde s1, ..., s, sU polynbmy reprezentujlce degenerované alebo Speciane pripady (pripadne g
komplexnérieSeniasistavy (3.7)). Nazyva meich dopl huj Gce podmienky. Dopl huj Gee podmienky
mozemevytvorit priamo zo zadania Povedzmev priklade 3.4 smemohli pridat podmienku ¢, # 0
(bod C' nemdze lezat na priamke AB).

Podobne ako pre implikéaciu (3.4), pokisme sa pre (3.9) zostrojit agoritmus, ktory rozhodne
0 jg platnosti. Zreime (3.9) je ekvivalentna simplikaciou

=0, ... pm=0 = s =0V--Vs=0Vit=0. (3.10)

Tento tvar sa uz viac podoba na tvar (3.4), otazku platnosti ktorého sme v predchadzajlce
podkapitole transformovali na otazku nerieSite’nosti slistavy (3.7). Rovnako si pombzeme g
teraz. Platnost (3.10) jetotiZ ekvivalentna s tym, Ze sistava

pm=0,...,p0,=0,82—1=0,...,82—1=0,tz—1=0 (3.11)

nemarieSeniev neznamych {x1, ..., x,, 21,. .., 2s, 2}

Zdodvodnenie tgjto ekvivalencie je rovnaké ako v situacii bez doplnujlcich podmienok. Ak
plati implikacia (3.10) an-tica (z, . . ., z,) spifia prvych m rovnic sistavy (3.11), musi spifiat
aspon jednu z rovnosti naprave strane (3.10), povedzme s; = 0 (resp.t = 0). Potom nengdeme
z; (resp. z) také, ze s;z; — 1 = 0 (resp.tz — 1 = 0). Teda sUstava (3.11) nemarieSenie.

Naopak, ak (3.10) neplati, existuje n-tica spingjlica prvych m rovnic sistavy (3.11) a ne-
spiitaj(ica Ziadnu z rovnosti na pravej strane (3.10). Potom ale taista n-tica spolu so z; = 1 /i
(t=1,...,0)az=1/tjeriesenim (3.11).

Na overenie platnosti (3.9) teda sta€i overit neriesSitelnost sistavy (3.11). To urobime (pou-
Zijeme vetu 3.2) tak, Ze zistime, ¢i redukovana Grobnerova baza idedu

P1y ooy Pms S121— 1, oo Spze— 1, t2 — 1)

jerovna{1}.I ked platnost (3.9) overimeibanad C, nienad R, tento pristup bude ovel'aispesne Si
ako pristup bez doplhujtcich podmienok. llustrujme si to na nasledujicom priklade.

Priklad 3.7. Snazme sa dokazat, ze v kazdom trojuholniku ABC' savy3ky pretingju v jednom
bode. Oznatme body a zavedme slradnice a premenné tak, ako na obrazku 3.3. Predpoklady
tvrdeniasl P € BC, AP1BC,Q € AC, BQLAC,V € AP aV € B(). Dokazovanétvrdenie
jeV € CR. Pomocou (3.1) a(3.2) prepiSeme predpoklady na

P1 = (b:c _pz)(l _py) — DyDz = 07 P2 = _(p:c - ax)b:c +py = 07

p3 = (az — qz)(1 — qy) — qyq= = 0, pa=—(qx — br)az +q, =0,

ps = (az —v2)(py — vy) + 0y (Pr —v2) =0, ps = (be — v:)(qy — vy) +vy(qe —v:) =0
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Cc=(0,1)

A= (a;,0) R:('0,0) B = (bg,0)
Obr. 3.3: Priklad 3.7
atvrdenie nat = v, = 0. Grobnerovu bazu pre (p1, ps, p3, ps, Ps, s, tz — 1) SO stupfovym

usporiadanim termov tekym, ze = >p v, >p vy >p Pr >D Py >D Gz >D Gy >D Gz >p by
tvoria polyndmy (zoradené podi'a < p)

ag% — 2a;by; + bi s Qg Tz — Gy,  QrQg — azby — Qy » qz — Qzbs + qz —Qy, pybw + Pz — be,

Pylz — bew + Pz — @z +ag — by, —Pzqy + PyQe + Pz — gz + Gz — bz, Pzbe — azby — Py 5
Dzle — Gzbe — 20,0, + Zbi — Dy t+qy, DPzqx + Pyqy — Gzbe — azby + bi — Dy,
ngC +p32, - szz — 2a,b, + 2b926 — 2py +qy, —VgQy + VyQe — 'begc + ber y

preto implikacia (3.4) pre tento pripad neplati (baza neobsahuje 1). Ked pridame podmienku
s1 = a, — b, # 0 (body A a B sl rdzne), vyjde nam pre (p1, ps, p3, P4, Ds, P, S121 — 1,1z — 1)
Grobnerova béza {1}. Tvrdenie teda dokéZzeme az po pridani doplujlcel podmienky.

O

Pri zloZitefSom zadani sa ponUka doplfujtcich podmienok, ktoré mozno pridat’ k predpo-
kladom, viacg. Ked ich pridame prilis vela, mdze sa stat, Ze ani na vykonngjSich pocitatoch
Grobnerovu bazu v rozumnom Case nevygenerujeme (kazda dopliujuca podmienka prida do
generujlce bazy jeden polyndom ajednu novl premennd z;). Dopredu pritom nie je jasng, ktoré
doplnujtce podmienky zabezpetia platnost implikacie (3.9).

Dobré by bolo ngst nejaky spdsob, ako vhodné doplfiujuce podmienky odhalit. Vratme sa
k pripadu bez doplhujGcich podmienok a predpokladajme, Ze redukovana Grobnerovabaza G pre
idedl (P,tz — 1) nieje {1}. Aké podmienky treba pridat, aby sme platnost tvrdenia zachranili?
Dobrym kandidatom s polynbmy z vygenerovang Grobnerovej bazy. Skutotne, ak g € G, tak
idedl (P, gz — 1,tz — 1) obsahuje polyndbmy ¢ a gz; — 1 atym padom g polynom

z1-9g—1-(921—1)=1.
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Preto
(P,gz — 1,tz — 1) = (1) (3.12)

atedaimplikécia
p1=0,....pn=0,9#0 — t=0

plati. Dokonca nemusime znova generovat pre (P, gz; — 1,tz — 1) Grobnerovu bazu, dopredu
vieme, Ze vyjde {1}.

Za reprezentanta dopliujlce) podmienky v&ak nemdzeme zvolit 'ubovolny polynom z G.
Mdzeme zvolit ibataky polynom, ktory nezmeni pdvodné geometrické tvrdenie (v takom zmysle
sme doplfujtce podmienky povodne zaviedli). V G mdze byt napriklad niektory polynom p;.
Implikacia

p=0,...,0,=0,p; #0 — t=0
sice plati, ale nemanic spolo¢né s pdvodnym tvrdenim — je to tautol bgia (ked'ze predpoklad nie je
nikdy splneny). Tautol 6giu dostaneme vzdy, ked vezmeme z GG taky polyndm g, ktorého niektora
mocnina patri do (P) (z nulovosti polyndbmov z P vyplyva g = 0 a nemdze suasne platit g
g # 0). Takéto polynomy zobrat nemdzeme. Z predchadzajlceho vieme, Ze pre ne (a prave pre
ne) plati (P, gz — 1) = (1).

Rovnako nemdzeme z GG zobrat' polyndmy obsahujlce premennt z — nie si prvkami F[x]
a nembzu tak reprezentovat Speciane Ci degenerovane pripady. NavySe ekvivalencia platnosti
(3.9) aneriesitenosti (3.11) je zalozenanatom, Ze z je umelo zavedena nova premenna, ktorasa
nevyskytujev polynomoch py, ..., pm, S1, .. ., Se.

Ostane v G este ngjaky polynom, ked vylGcime tieto dvatypy? Priklad 3.7, ukazuje, ze taky
polyndm moze existovat. Hned prvy polyndm z vygenerovanej bazy nam davhodni dopl hujtcu
podmienku (a, — b,)? # 0 (této je ekvivalentnas podmienkou a, — b, # 0, ktorlismev priklade
pouzili).

Taky polynbm samozrejme nemusi existovat' (napriklad, ak pdvodné geometricke tvrdenie
neplati). ZaujimavejSiaje otazka, Ci samdze stat, Ze existuje vhodna dopliujlca podmienka, ale
v Grobnerovej baze sa taka nengjde. Prvykréat bude odpoved zavisiet na zvolenom usporiadani
termov. Vo vSeobecnosti sa to stat mdze (napriek existencii vhodne dopliujice) podmienky
z Grobnerove bazy takl neurcime). Avsak ak zvolime usporiadanie termov spravne, veta, ktorl
ponlka Kapur [9], zabezpedi, Ze doplhujlce podmienky stati hl'adat’ v Grobnerovej baze. ESte
pred vetou si zavedme pojem, ktory budeme pri jej dokaze potrebovat.
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Definicia 3.1. Majmev F[x| ideal (P). Potom ideal radikalov (P) je mnozinaRad (P) C F[x|
definovana
q € Rad (P) = Jre N také ze ¢ € (P).

O

Overme, zemnozinaRad (P) jeidedl. Ak u, v € Rad (P), mameu®, v* € (P) azbinomickej
vety

a+b b a b a+b b
atb _ a+0\ i atb—i _ b a+b\ i ai_  a. a+0b\ i-a atb—i
(u+wv) —Z< ; )uv =0 < . )uv +u Z < . )u v ,
i=0 i=0 i—at+1
&) P

teda (u + )™ € (P) au+v € Rad(P). Ak ¢ € Rad (P) a f € F[x], mame¢" € (P) a
(¢f)" =q"f" € (P),Cizeqf € Rad (P).

Idedl radikalov Gzko shvisi s nasim problemom. Podl'avety 3.1 platnost (3.4) je ekvivalentna
s tym, Ze polyndbm reprezentujlci dokazované tvrdenie patri do idealu radikalov polynémov
reprezentujlcich predpoklady.

Uvedme teraz spominani Kapurovu vetu.

Veta3.3. Mame P = {p1,...,pm} C F[x] at € F[x] takg, ze (P, tz — 1) # (1) aexistuje
s € F[x] spihajlice

(i) (P,sz1 —1) #(1),

(il) (Pysz —1,tz—1) = (1) .

Nech G je Grobnerova baza idedlu (P,tz — 1) vzhl'adom na lexikografické usporiadanie ter-
mov < také ze z >; x; (pre véetky i = 1,...,n). Potom existuje ¢ € G neobsahuj(ci
premenn( z, ktory spifia (i) a (i) rovnako ako s.

Dokaz: To, zekazde gz G spiﬁa (i), sme uz vysvetlili v ivahach vedicich k (3.12). StaCi
ukéazat' existenciu polynomu g € G N F[x] spiiajtceho (i).
V shividlosti s Hilbertovou vetou a s ostatnym v predchadzajicej podkapitole mame

B4 plainadC <=  teRad(P) <« (Ptz—1)=(1). (3.13)

Ked v (3.13) dosadime namiesto P mnozinu P U {tz — 1}, namiesto ¢ polyndm s a namiesto z
premennd z;, vyuzijuc (ii) mame s € Rad (P, tz — 1), tedas” € (P, tz — 1) prengjakér € N.

36



Dokazy viet elementarng) geometrie 3.2 Doplfiujtice podmienky

Preto s” —¢, 0. Polynomy, ktorymi tito redukciu vykoname, nemdzu obsahovat’ premenn( z,
pretoze kazdy term w 'ubovolného redukujiceho polynomu spifiaw <, ht(s") <, =.

Ak by vSetky redukujtce polyndémy patrili do Rad (P), patril by tam &g s” (Iebo Rad (P) je
idedl) atedagj s. Podl'a(3.13) potom (P, sz; — 1) = (1), Cojev spores(i). Preto aspon jedenz re-
dukuijtcich polynébmov niejev Rad (P), oznacme ho g. Podl'a (3.13) nutne (P, gz; — 1) # (1).

O

PoZiadavky (i) a(ii) kladenénas vo vete 3.3 presnevystihujito, Zze s # 0jevhodnadopliujlca
podmienka ((i) hovori, Ze z nulovosti polyndmov v P nevyplyva nulovost s, (ii) zabezpeti
nulovost ¢ za predpokladov nulovosti polyndomov v P a nenulovosti s). Ak ngjaka vhodna
podmienkaexistuje, podl'avety 3.3 existuje g v Grobnerovej baze pre (P, tz — 1) vygenerovanej
vzhl'adom nalexikografické usporiadanie termov (takg, ze = je >, od ostatnych premennych).

Pre implikaciu (3.4) tak mame Gplny algoritmus, ktory ur€i, ¢i plati av pripade, Ze neplati,
odhali vhodnlU doplhujacu podmienku, za ktorg plati (ak taka existuje). V zavere prace sa
nachadza ako algoritmus 4. Pred tym, ako ho otestujeme nanarocnejSich tlohach, ukazme si jeho
vyuzitie na priklade.

Priklad 3.8. Nech K, L a M s postupne body vnitri stran AB, BC' aC A trojuholnika ABC,
pricom plati
[AK| |BL| |CM|
[KB[ [LC| [MA] —
Ulohou je dokazat, Ze priamky AL, BM a CK sa pretingj(1 v jednom bode (tvrdenie vyplyva
z Cevove vety).

Kazdy trojuholnik sa da afinnym zobrazenim zobrazit na rovnoramenny pravouhly trojuhol-
nik. Pritom hodnota vyrazu na l'ave strane v (3.14) sa tymto zobrazenim nezmeni (je to sUcin
deliacich pomerov atie afinita zachovava). Takisto sa nezmeni poCet prieseCnikov priamok (teda
ak sa tri priamky pretingji v jednom bode, budl sa pretinat' v jednom bode g po zobrazeni
afinitou a naopak). Stafi teda tvrdenie dokéazat' pre rovnoramenny pravouhly trojuholnik ABC.
V slvidosti s tym zavedme sUradnice a premenné ako na obrazku 3.4, kde X = BM N CK.
Chceme ukéazat, Ze X € AL. Predpoklady tvrdeniasi X € M B, X € CK arovnost (3.14).
PrepiSeme ich pomocou stradnic na

1. (3.14)

pp=mr+y—-m=0, pp=x+ky—k=0, p3=k1-0*1-m)*—(1-k)**m*=0.

Dokazované tvrdenie je t = (y + fx — x = 0. Grobnerova baza idedlu (p1, pa, p3,tz — 1)
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C=(0,1)

M =(0,m) L—(1-1

A=(0,0) K = (k,0) B=(1,0)

Obr. 3.4: Priklad 3.8

vzhl'adom nausporiadaniez >, x >y > m > k > [ je

mk? —mkl —mk+ml+ k>0 — k> -kl + k, m2k — m20+ mkl — 2mk +ml — ki + k,

yk30 — yk3 — yk20 + 2yk? — ykl — yk + yl — k30 + k3 + 2k%0 — 2k* — k0 + k ,

yml + yk?l — yk? —ykl +2yk —yl —y —mk+m — k20 + k> + kl — k, ymk —y —mk+m,
x+yk—k, 22k302 — 22K30 — 4220 + 42k%0 + 22k0% — 22k0 — K30+ k3 + k2 — 2K + kb + Kk — 1,

Baza nie je {1}, hl'adajme v nej vhodné dopliujlce podmienky. Prvy polynébm z bazy mozno
upravit natvar
g=(k—1)(mk—ml+kl —k).

Prva zatvorka je nenulova (K # B). Druha zatvorka je nulova prave vtedy, ked L € MK, €o
v nasom pripade neplati. Mame teda vhodni dopl fujcu podmienku g # 0. Vlastne sme zaroven
okrem Cevovej vety dokéazali af Menelaovu vetu, ktorahovori, Zze ak plati (3.14), leZziabody K, L
a M najedng priamke (za predpokladu, Ze ziadny alebo prave dvaz bodov K, L, M |eziavn(tri
stran trojuholnika a zvy3né Iezia mimo stran).

U

3.3 Pouzitie postupu pri tlohach MM O

Pomocou Grobnerovych baz je mozné dokazat mnozstvo zakladnych viet atvrdeni el ementarne
geometrie, ako to urobili Kapur [9] alebo Kutzler so Stifterom [8]. Otazka je, Ci tento pristup
bude Gspesny g pri zloZitgjSich zadaniach.

UZ pri jednoduchych zadaniach save'mi Casto stane, Ze tvrdenie bez dopl iuj Gcich podmienok
nedok&zeme (priklady 3.7 a3.8). Veta 3.3 nam zabezpeti, Ze vhodnadopl iujica podmienkabude
(ak existuje) v lexikografickel Grobnerove] baze adavaalgoritmusnaje ngdenie. V konkrétnych
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pripadoch by sme sa v&ak nemali uspokojit len s tym, Ze podmienku uvedieme. MdZe sa stat,
Ze pridana podmienka vylucuje Speciany pripad, ktory zadanie pripUsta. Potom musime tento
pripad osobitne presetrit (i uz pomocou Grobnerovych baz alebo bez nich).

Mdze sadokoncastat, Zze podmienka, ktor( ur€ime z vygenerovanegj bazy, vylucujevseobecny
pripad okrem nejakého Specialneho pripadu (nemdze vylucovat Uplne v3etky pripady, pretoze
polynbm, ktory ju reprezentuje, nepatri do Rad ( P) —podl'atoho smeho z bazy vybrali). Pridanim
takejto podmienky tak dokaZzeme tvrdenie len pre tento Speciany pripad.

Ak teda chceme byt ddsledni, musime pri kazdgj dopliujlcel podmienke urit, ak(il geomet-
rick( situaciu interpretuje (a ¢i s mézeme dovalit pridat ju do predpokladov). To mdze byt pri
polyndmoch vel'kych stupnov (pod stupriom polynému rozumieme maximum spomedzi stupfiov
jeho termov v zmysle (2.2)) zlozite.

Dal%ou prekazkou je, ze vypotet Grobnerovej bazy je &asovo velmi naroény. Pri velkom
pocte premennych a vysokych stupfioch termov nemusi algoritmus v rozumnom Case skondit.
Velmi zaleZi na zvolenom usporiadani termov. V praxi pri lexikografickom usporiadani, ktoré
vyZzaduje veta 3.3, je Casova narotnost vypoctu bazy niekol’konasobne vacSia ako pri stupnovom
usporiadani (vo vacsine pripadov, nie vo vSeobecnosti). V pripade, Ze sa nam nepodari ziskat
lexikografickl Grobnerovu bazu pre (P, tz — 1) a Ziskame iba stupiiovl, mézeme len difat, ze
v ngj vhodnl podmienku ngdeme (opriet o vetu 3.3 sa nembzeme).

Ked sme si uvedomili mozneé tazkosti, podme Kapurovu metodu vyskiSat na Glohach Me-
dzinarodnych matematickych olympiad (dalgl len MMO). Sitaz MM O prebieha kazdorocne od
roku 1959 (svynimkou roku 1980). Toto leto satak uskutocni v poradi 45. MMO. Sitaz je urCena
pre nevysokoskolskych Studentov do 20 rokov. Kazda krajina méze na MMO vyslat druzstvo
6 sltaziacich. Pocet UCastnikov byvavel'ky (400 az 500), Glohy sl narocné, aby bolo mozné urcit
vitazov. Kazdy rok spomedzi Siestich rieSenych Gloh zvatsa dve byvajl z geometrie. Tieto budl
dobrou skiSkou pre metddu rieSenia pomocou Grobnerovych baz.

Samozregjme, nie vSetky geometrické tlohy z MMO mozno sklsit rieSit naSim pristupom.
Mnohé nie si dokazové (Ulohy typu ngjdite . .., urCte ..., zostrojte . ..). Medzi Ulohami je g
velatakych, v ktorych sa ma dokazat nejaka nerovnost — tie tiez nemodzeme rieSit’ (dokazované
tvrdenie saneda napisat' v tvaret = 0, kde ¢ je polyndm). Medzi Glohami ostatnych 20 ronikov
MMO (od roku 1984 do 2003) tak ostane 17 tych, ktoré sa daji prepisat do tvaru (3.4). Styri
z nich sliv tvare ekvivaencie ajedna ma dve Casti. Spolu sa teda pokisime dokazat' Kapurovou
metodou 22 geometrickych implikacii z MMO.

Vysledok nasho pokusu ukazuje tabul’ka 3.1. Priklady s zoradené chronol ogicky. Jednotlivée
stipce udavaj (: n — potet zavedenych premennych (bez umelej premennej z), | P| — poCet predpo-
kladov, p — stupne polynémov reprezentujcich predpoklady, ¢ — stupef polyndmu reprezentu; U-
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Priklad | n |P| P t < |G gl podmienka
84/4= | 6 4 2 2 L 16 141 (y — ¢y)(zdy + dy + cyz — ¢y)
84/4«<= | 6 4 2 2 L 8 46 Co— T

85/1 6 4 2.6 4 —

85/5 10 7 2 2 D 16 237 —

87/2 9 7 2 2 D 90 1242 ((2a, —1)(£ —1)

92/4 8 6 2,3 2 L 18 164 d(d —m)(d + m)
93/2(a) | 4 2 3,4 4 D 7 54 (a—x—b—+ay—bx),(a+y—b+yb+ax)
932b) | 7 5 2,4 2 D 76 3565 | —by—2bya+ 2av,y — a*z — a? + b2x + b
2= |7 5 2 2 L 11 46 (- 1)(g+1)
UM/2<= | 7 5 2 2 L 19 187 (eyb+q+1)*+e?
95/1 10 7 2,3 2 D 40 2385 pr(z —s+r)

96/2 9 6 2,64 2 —

97/2 8 5 2 8 -

98/1 = 3 2 4 D 9 42 dycy

%/ll<= | 5 3 2 2 D 10 76 (cy —y)*+ (ds — 1)2
99/5 10 8 2 2 =

00/1 7T 5 2,3 1 L 7 24 a—>b

00/6 22 20 2 2 -

02/2 10 9 2 6 D 89 2769 -

03/3 8 3 4 2 D 5 559 —

034= |11 9 2,6 2 -—

03/4<= | 12 10 2 6 —

Tabulka 3.1: Vysledky pouZztia Grobnerovych baz pri Glohach MMO

ceho dokazovanétvrdenie, < —typ usporiadania, pri ktorom sapodarilo vygenerovat’ Grobnerovu
bézu, |G| — pocet polynbmov vo vygenerovang béze, S"|g;| — poCet termov vo vietkych poly-
nomoch bazy (této hodnota charakterizuje vel'kost ngdenej bazy lepSie ako |G|). V poslednom
stipci je vhodna dopliujlica podmienka, ktorl sa podarilo vo vygenerovanej Grobnerovej baze
ngst. Presné znenia Gloh, prepisané predpoklady a tvrdenia g vygenerované Grobnerove bazy
mozno ngjst v elektronickel prilohe tejto prace (spolu s prikladmi 3.6, 3.7 a (3.14)). Bazy bali
generovane programom Mapl e.

Ani v jednom pripade salohu nepodaril o vyriesit bez dopl iuj tici ch podmienok. Z 22 pripadov
lenv Siestich sapodarilo vygenerovat |exikografick( bazu. V takom pripade savzdy naSlavhodna
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6 6
GB-ex nasdla sa podmienka v
6
22 9 nadlasapodmienka v
16 GB—deg 3 nenadasapodmienka [l
GB-ex 7
GB-deg L

GB-lex: podarilo sa vygenerovat |exikografick(l Grobnerovu bazu,
GB-deg: podarilo sa vygenerovat stuphiovi Grobnerovu bazu,

v: vyrieSené lohy, I nevyriedené Ulohy.
Tabul'ka 3.2: Prehl'ad UspeSnosti metody pri tlohach MMO.

doplnujacapodmienka. Vo zvysnych 16 pripadoch sa9-krét podarilo vygenerovat stupfiovi bazu.
Sestkréat sa v takom pripade v baze naSla vhodna doplhujlca podmienka, trikrét nie. 7-kréat sa
nepodarilo vygenerovat Ziadnu bazu. Prehl'adne zachytava vysledky tabulka 3.2.

Pritom vhodnych dopliujlcich podmienok sa Casto ponikalo viacgl. Mnohé z nich boli
tazko interpretovatel'ng, do tabulky 3.1 sme vybrali tie ngjjednoduchSie analyzovatel'né. Vacsina
Z nich predstavuje degenerované alebo Specialne pripady. Ngdu sa g také, ktoré si nulovée pre
komplexné hodnoty premennych (druhé implikéacie prikladov 98/1 a 94/2).

V oboch Castiach prikladu 93/2 a v prvej implikéacii prikladu 84/4 st doplfiujlce podmienky
rické rozloZenie, ktoré zadanie nepriplsta. V baze saobjavili, pretoze predpoklady v P vystihuju
namiesto situacie zo zadania vSeobecngSiu situaciu. (Napriklad v 93/2 vystihujl g bod D, ktory
lezi mimo trojuholnika ABC' a spifia ostatné zadané podmienky. V zadani je ale dané, Ze bod
lezi vnltri trojuholnika— pozri elektronick prilohu).

Z tabuliek vidiet, Zze ngjvatsim nedostatkom je malarychl ost vypoctu Grobnerove) bazy (bazu
sa podarilo vygenerovat v 68% pripadov, z toho lexikografick( iba v 27% pripadov). Naopak,
v pripade, Ze sa bazu podari vygenerovat, dosahuje metbda vyborné vysledky (na naSom teste
100% v pripade vygenerovanialexikografickgl bazy a 67% v pripade stuphove).

Ostava skonStatovat, Zze Kapurova metdda sa da UspeSne pouZit g pri narocnych tlohach.
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Kapitola4
Iné aplikacie

Grobnerove bazy sa dgju pouzit v mnohych situaciach. Podrobne sme si ukazali ich vyuzitie
pri dokazoch v geometrii. Dotknime sa okrajovo dalSich troch aplikacii, ktorymi sl pocitanie
vo faktorovych okruhoch, riedenie ststav polynomickych rovnic a vypoCet najvacsieho spoloc-
ného delite’a polynoémov viacerych premennych. K tymto problémom sa da pristupovat g bez
Grobnerovych baz. V kazdom pripade, je zaujimavé ukéazat si ich vyhody a porovnat ich sinymi
postupmi.

4.1 Pocitanievo faktorovych okruhoch

Vdaka tomu, Ze v okruhu F|x]| je redukcia podl'a Grobnerovej bazy G kanonickou funkciou,
mame pre kazdy polyndbm urCeného reprezentanta, ktory leZi v tej istej triede rozkladu F[x| podi'a
(G). Reprezentujuce polyndmy st ireducibilné modulo G atvoria (ich triedy) faktorovy okruh
Flx]/ (G).

V tomto okruhu je jednoduché vykonavat zakladné operacie sCitania a nasobenia. Sucet je
zdedeny z okruhu FF[x] (slCet dvoch ireducibilnych polynémov je opét ireducibilny modulo G,
lebo neobsahuje Ziadny redukovatel'ny term). Sucin vypotitame tak, ze polyndmy vynasobime a
vysledok zredukujeme cez GG na polyndm ireducibilny modulo G.

PodstatnejSieje, ze faktorovy okruh mozno zaroven chapat ako vektorovy priestor. PresneiSie,
je to podpriestor vektorového priestoru F[x|, ktorého baza je T (nakol'ko sCitanie a zrejme &
nasobenie koeficientomzIF v F[x]/ (G) jetoistéako v [F[x]). Z Grobnerovej bazy mozno I'ahko
ur€it (vektorovl) bazu priestoru F[x|/ (G). Sta€i z T (ako z bazy priestoru [F[x]) vybrat tie
termy, ktoré patriado priestoru F[x]/ (G) (t.j. sbireducibilné modulo G). Bazou je tedamnozina

U={[u] : uweTy Vg€ Ght(g)tu}. (4.2
Naozaj, kazdy je prvok je ako polyndom ireducibilny modulo G (neda sa redukovat’ Ziadnym
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vedlcim termom z () a kazdy iny term (mimo U) sa redukovat' da (existuje veduci term v G,
ktory ho deli). Mnozinu U vieme priamo vypisat, ked pozname Grobnerovu bazu. Tento vysledok
koreSponduje so znamym faktom z okruhu polynémov jednej premenngj, Ze rozkladové pole

Flz]/ (p) = {ao taz a3 g € F} ,

kde p € F[z] je nerozlozitelny polyndbm stupha n, je vektorovy priestor dimenzie n s ba
zou {[1], [z], ..., [z""']}.

Z mnoziny U vieme tiez urCit, Ci je priestor F[x]/ (G) konetnorozmerny. Stai sa pozriet
na konetnost U. To bude uzitotné v dalSej podkapitole. Teraz si ukdzme, ako mozno pomocou
Grobnerove bazy amnoziny U spoditat vo faktorovom okruhu inverzny prvok k danému prvku
(ak existuje). Rovnaky typ konstrukcie budeme potrebovat’ a neskor.

Priklad 4.1. Uvazujme mnozinu G = {z? + y + 1,y* + 2 + 1} C Q[z,y]. Je to Grobnerova
baza vzhladom na < (sta€i pouzit vety 2.14 a 2.8). Podl'a (4.1) mame pre vektorovy priestor

Q[ y]/ (G) bazu
U — {[1]7 [l’], [y]v [xy], [y2]7 [$y2]} :

Chceme ngjst inverzny prvok povedzme k [y]. KedZe inverzny prvok je tiez prvkom priestoru
sbazou U, da sanapisat (ak existuje) v tvare

ar[1] + as[z] + asly] + aalzy] + asly’] + ag[ry’].
StaCi ngjst spravne koeficienty a;. Aby bol tento prvok inverznym k [y], musi trieda polynomu
p = y(ar + axx + asy + asxy + a5y2 + agxyz) —1.
byt [0], t.j. Red(p, G) = 0. Redukovanim pritom dostaneme
Red(p,G) = (—as + ag — 1) + (—as — ag)x + (a1 + ag)y + asxy + asy® + asxy®,
Musi teda platit
—as+ag=1, —as—ag=0, a;+ag=0, a,=0, a3=0, ays=0.

RieSenim tejto sistavy dostaneme a; = —1/2, a3 = a3 = ay = 0, a5 = —1/2, a6 = 1/2.
Hl'adanym inverzny prvok je preto
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4.2 RieSenie sustavy polynomickych rovnic

Slstredme sa teraz na problém rieSenia sstavy polynomickych rovnic. Konkrétne uvazujme
systém rovnic
pi(T1,...,x,) =0, 1<i<k, (4.2)

kde P = {p1,...,p,} C F[x]. Zaujimame sa o rieSeniav agebraickom rozsireni pol'aF. Kazdé
riesenie tejto slstavy budeme nazyvat rieSenim mnoziny P. Lahko mozno nahliadnut, Ze ak
(P) = (G), tak mnoziny P aG mgjl tieistérieSenia. Ak G je Grobnerova baza pre (P), dasa
oCakavat, ze o tychto rieSeniach ziskame viac informacii z G ako z P.

Priamo z Grobnerovej bazy mozno urcit, ¢i sistava (4.2) ma nejaké rieSenie. Podl'a vety 3.2
staCi overit, i 1 € (G), t.j.€Ci 1 € G. Ak v Grobnerovel baze (normovane) je 1, potom sUstava
nemarieSenie, inak ho ma

Nezastavime savsak len pri otazke rieSitel’nosti. Priamo z G mozno dokonca urcit kone¢nost
mnoziny rieSeni vdaka nasledujlicej vete.

Veta 4.1. Nech G je Grobnerovabaza pre (P) C F[x] anech H je mnoZina

H ={ht(g9) : g€ G} . (4.3
Potom slstava (4.2) ma konetne vel'a rieSeni prave vtedy, ked pre kazde: = 1, ..., n existuje
m € Ntake, zex!" € H.
0

Dokaz mozno n&jst napriklad v [6]. Zaklada sa na skutoénosti, 7e vedce termy z G spiiigjU
vlastnost z vety prave vtedy, ked mnozina U z (4.1) je konecng, Cize ked F[x]/ (G) je ako
vektorovy priestor koneCnorozmerny.

Pritom tento silny vysledok nemoze zavisiet na zvol enom usporiadani termov, podl'a ktorého
sme Grobnerovu bazu generovali. Od usporiadania nezavisi ani mohutnost mnoziny U, kedze
dimenziaF|x|/ (G) je nezavisla na usporiadani termov.

Priklad 4.2. Pre Grobnerovubazu G = {z? +y+1, y> + x + 1} z prikladu 4.1 mame podl'a (4.3)
H = {2?,9*}.KedZze1 ¢ H, slstavaprislUchajicaku G mariegenie. Podl'avety 4.1 jejg rieseni
koneCne vel'a. Vygenerovat pre G mdZeme g Grobnerovu bazu vzhl'adom na lexikografické
usporiadanie. dostaneme

Go={y"+2+y+2,2+y°+1} a Hy={z,y°},
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z toho mozno o kone€nosti poctu rieSeni G vyvodit rovnaké zavery.
O

Predchadzaj(ci priklad ukazuje dolezity rozdiel medzi jednotlivymi usporiadaniami. V lexi-
kografickej baze satotiz nachadza polyndm p o jednej premenng y. Kazdeé rieSenie G vynuluje
g tento polyném, takZze mame informéciu o tom, akt hodnotu mdze v rieSeni nadobldat y (musi
to byt korei polynému p). Zo stuphovej bazy tak(to informéciu neméame.

Na druhg strane, vygenerovat lexikografick(l bazu je oproti stuphovel narocngjSie. Je preto
dobré skisit zistit informéaciu o rieSeniach g zo stupiovej bazy (resp. nezavisle na usporiadani).
PresnejSie, zaujima nés, ako pomocou G ur€it polyndm p € F[z] (Z je niektora z premennych)
taky, Zze vSetky rieSenia G (presnejSie ich zlozky namieste 7) si g korelmi p.

Ak taky existuje (v pripade konecnosti poctu rieSeni je jeho existenciazreima), potom existuje
a v (G) (vdaka vete 3.1). V priklade 4.1 sme videli, Zze ak polynbm p = Xa;t; patri do (G),
podmienka Red(p, G) = 0 vedie k systému linearnych rovnic, ktorého vyrieSenim ziskame
hodnoty ;. To nam davanavod, ako ngjst polyném p najmensieho stupia, ktory leZi v (G) NTF[z].

Zacneme tak, ze skisime ngjst polyndm stupha 0, ak sa nam to nepodari, skisime to zo
stupnom 1, atd. Pritom polyndm stupha & hl'adame v tvare

k
p=)Y ai, pe(G)nF[i,
=0

kde a; sl nezname. Postupom z prikladu 4.1 saich poklsime urcit (ak hl'adany polynom stupna
existuje, musi sa nam to podarit).

Ked tento postup zopakujeme pre kazdl premennl z;, v pripade kone€nosti poctu rieSeni
G Ziskame n polyndmov, kazdy v ingl premennej, pricom medzi korefimi kazdého budi vsetky
hodnoty danej premenngj, ktoré sa vyskytujl v rieseniach GG. Samozrejme, nie v3etky n-tice,
ktoré mézeme z korenov tychto polyndmov vyrobit, sl rieSeniami G.

Ak vieme niektory z polynémov, povedzme p € (G) N F[z4], rozloZit nap = qi* - - - ¢5,
potom je lepSie postupne uvazovat Grobnerove bazy pre (G,q;), j = 1,...,m. Pre kazdé j
Ziskameiné (mensie) jednopremennépolyndmy v s, . . ., x,,. Takymto postupom mozeme presne
urcit v3etky riedenia G, potrebujeme vSak na to vediet ng st vdetky korene polynébmov jednej
premennej (aby boli jednotlivé ¢; linearne). Nasli sme tak postup (i ked niekedy neprakticky)
ako P riesSit pomocou Grobnerove bazy vygenerovang v I'ubovol’nom usporiadani (v pripade,
Ze poCet riedeni P je konetny).

Ak pre P ziskame redukovan( Grobnerovu bazu G vzhl'adom nalexikografickée usporiadanie,
predchéadzajlica situacia sa do znatnej miery zjednodusi. Opét' predpokladajme, ze P (tedag G)
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ma konecne vel'a rieSeni. Potom priamo v G musi podl'a vety 4.1 existovat polyném g,, maj{ci
vedlci term 2 ateda g, € F[z,] (vietky jeho termy sl <, ™, teda nemdzu obsahovat' inl
premenni). Podobne musi GG obsahovat prekazdéi = n,n — 1, ..., 1 polynébm g, majlci ved{ci
term 2", ktory 1ezi v Flz;, x;11, . . . x,].

Povodny algoritmus hl'adania rieSeni G mdZeme teda zopakovat' bez toho, aby sme museli
polyndmy jednej premenngj hl'adat. Staci postupne brat jednotlivé korene g,, adosadzovat ich do
ostatnych polyndmov. Polyném g,,_; satak stane jednopremennym a g v ostatnych ¢; sa zmensi
pocet premennych o 1. Opakovanim postupu tak ngdeme pripustnériesenia G.

Nie vSetky ngjdené rieSenia sl nutne rieSeniami celgj G. SO len rieSeniami {g1,..., g0},
ktoré nemusiatvorit celi bazu. Aby sme tento nedostatok odstranili, staci zmenit vypocCet tak, Ze
kazdy koren g,, dosadime nie iba do polynémov g;, ae do vSetkych polyndmov. Zo vzniknutych
polynébmov potom vezmemenie g,,_1, le NSD v3etkych polynébmov v G NF[z,,_;]. (NazaCiatku
bol v baze iba jeden polynom z FF|x,,], lebo bola redukovana Nebolo teda treba pocitat NSD.)
Rovnako budeme postupovat g dalg.

Pomerne jednoducho mozno dokéazat' (napriklad v [10]), Zze

(GYNFlzg, ...,z = (GO Flzg, ..., z,]) .

Takze uvedeny postup jedobry vtom zmysle, zev (G) NFlxy, . . ., z,,) nemdZe byt jednoduchsia
béza, t. j. tak& mnoZina, ktora by dala menej rieSeni napreverovanie, ako G N Flzy, . . ., z,].

SO mozné dalSie zlepSenia nasho algoritmu. Taktiez mozno kombinovat pouZitie Grobnero-
vych baz s inymi metbdami na rieSenie sUstavy polynomickych rovnic a porovnavat jednotlivé
pristupy. To uz je ale nad ramec tejto prace. Uspokojime sa s tym, Ze sme uviedli, ako mozno
Grobnerove bazy vyuzit v tejto oblasti a poukazali tak naich dolezitost.

T 4

Poslednaaplikacia, ktorlti si ukazeme, bude vypocet NSD predvaal ebo viac polyndémov viacerych
premennych. | ked niejevel'mi prakticka, ilustruje vyznam Grobnerovych baz. Autormi postupu,
ktory uvedieme, si Gianni a Trager [11], ktori tieZ publikovali postup, ako mozno pomocou
Grobnerovych baz faktorizovat polyndmy viacerych premennych.

Zakladom vypoCtu NSD je nasledujlca veta.

Vetad.2. Nech f1, ..., fm, g € Fly, x| st primitivhev premenngj y (t. j. koeficienty pri mocninach
y sbnestdelitelné) al je maximélny idedl v F[x] (t.j.I nieje obsiahnuty v Ziadnom inom ideéle
roznom od I aF[x]). Nech plati

(fi, s fm, 1) = (1), Ji, 1 <i <m, takg ze (hc,(f;9),I) = (1)
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Iné aplikacie 4.3 Vypocet najvacsieho spolocného delitel'a

anech G je redukovana Grobnerova baza idedu

<flg7 s 7.fmgv]1k>

vzhl'adom na usporiadanie termov <. Potom pre & > (deg(g))? jev G, jediny polynom g,
ktory ma najmensi stupen. Tento polynbm je asociovany s g.
[

Ak teda chceme ngjst NSD polynémov py, . .., p,, € Fly,x], musime zvolit ided I C F[x]
tak, aby pre niektorés platilo (hc,(p;),I) = (1). (Jednotlivé polyndmy p, predstavuji f;g z vety,
g jehl'adany NSD.) V praxi je dobré zvolit T v tvare

I={(x;y—a,...,xn —ay), a; € F.

Nasledne vypoCitame Grobnerovu bazu (vzhl'adom na <) pre <p1, ey Py H’“> , kde k jevatsie
ako oCakavany stupen g. Polyndém najmensieho stupnav baze (ak sl splnené vsetky predpoklady
vety 4.2) bude hl'adany NSD.

Otéazkou, ako zvolit' I, aby sme zabezpeCili splneniepredpokladov vety, sazaoberat’ nebudeme.
Uk&zme si radSgj pre nazornost jeden priklad.

Priklad 4.3. Hl'adgjme NSD polynémov p1, p, € F|x, y, 2|, kde

p=xft+a?z+ a2+ B+ + 202+ + 2,
po =222 —y2+ 22 —ay+ P2 +3r—y+1.

ZvolmelI = (y, z). Potom
I = (y°,y'z,y°2% 2%yt 2°) .
Grobnerovu bazu pre (py, p2, I°) vzhladom na < p, tvoria polynomy

2+ax+1, 2?z+4+2rz+2, 2y+2oy+y, 2+322+3x+1, zyiz+y’z,
5

'+, ylz, Y
Polynom najmensieho stuphav bazeje g = 22 + z + 1. KedZe mame
m=(@z+z+2)(Z+r+1), pp=2r—y+1)(2+r+1),

g je naozaj hl'adany NSD.

Podrobnosti tykajlce sa hl'adania NSD a dokaz vety 4.2 mozno ngjst' v [11].

47



Zaver

Ukéazali sme si, ako mozno vyriesit problém patrenia do idedlu v okruhu polyndmov viace-
rych premennych. Hlavnou my3lienkou bolo zavedenie pojmu Grobnerovych baz. Pritom sme
nepotrebovali Ziadne hibSie poznatky z algebry, vystatili sme si so zékladnymi pojmami.

Uviedli sme, ako mozno Grobnerove bazy vyuzit vo viacerych elementarnych oblastiach.
Kl'GCovou sa ukazala byt Hilbertova veta o nulach. Prinos predloZeneg tebrie sme demonstrovali
na rieSeni ddkazovych geometrickych Uloh z Medzinarodne) matematickej olympiady a nacrtli
sme agoritmy na rieSenie slstav polynomickych rovnic a ngdenie ngjvacSieho spolocného
delitel'a polyndmov viacerych premennych.

Grobnerove bazy a Buchbergerov algoritmus maja fundamentalnu tlohu pri symbolickych
vypottoch. Uspedne sadaj (1 pouzit pri celgj triede problemov vy&se) matematiky. Daldie aplikacie
vyzadujl hibSie teoretické zazemie aboli by nad ramec tejto prace.
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Pouzité algoritmy

Oznacenie

vyber(M) funkcia, ktoravyberie niektory prvok mnoziny M

|G| poCet prvkov mnoziny G
9i i-ty prvok mnoziny GG

— priradenie

# komentar k algoritmu

Algoritmus 1. Uplnaredukciap modulo Q.

procedure Red(p, Q)
#K danému p € F[x] a@Q C F[x] ngjde q taky, Zep 7 q.
T p
qg<+—0
# Najprv redukuje vedici ¢len. Ak ten je ireducibilny modulo @,
# prida ho k vysledku a dalg redukuje bez neho.
# Mnozina R, ¢ je mnozina tych polynomoyv, ktoré redukuju vedici clen r.
whiler # 0 do {
while R, o # () do {
[ vyber(R, )
T — % }

q < q+M(r)
r—r—M()}
return(q)

end
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Algoritmus 2. Buchbergerov algoritmus pre ngdenie Grobnerovej bazy.

procedure Gbaza(P)
# K dang mnozine P C F[x] njde G tak(, ze (G) = (P) a G je Grobnerova baza.
G—P; k|G
B—{(i,5) : 1<i<j<k}
while B # () do {
(i,7) < vyber(B) ; B — B —{(i,J)}
h «— Red(S(gi, 95), G)
if h # 0then {
G—GU{h};k—k+1
B«— BU{(i,k) : 1<i<k}}}
return(G)
end

Algoritmus 3. Kon&trukcia redukovanej bazy idedlu.

procedure RedSet(E)
#K dangf mnoZzine E C F[x] ndjde E taki, ze (F) = (E) a E je redukovana.
# F nemusi byt nutne Grobnerova baza. Najprv odstrani prebytocné prvky.
R—E;P—1
while R # () do {
h < vyber(R) ; R «— R — {h}
h «— Red(h, P)
if h # 0then {
Q< {g€ P : ht(h) [ ht(q)}
R— RUQ
P—P—-QU{h}}}
# Zidti, ¢i kazdy prvok je redukovany modulo ostatnymi
E—0;S<P
foreach h € P do{
h — Red(h, S — {h})
E—EU{h}}
return(E)
end
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Algoritmus 4. RieSenie Ulohy (3.4).

procedure Dokaz( P, t)
# K mnozne predpokladov P C F[x| atvrdeniu ¢ € [F[x]| ngjde
# vhodnU doplfiujicu podmienku s € F[x].
# Grobnerova baza sa generuje pri usporiadani x; <, z.
G «— RedSet(Gbaza(P U {tz — 1}))
if g1 = 1then
return(” Tvrdenie plati bez dopliujlcich podmienok.”)
else{
for i — 1to|G| do{
if g; € F[x] and g; ¢ P then {
if {1} # RedSet(Gbaza(P U {g;z — 1})) then
return(” Tvrdenie plati s dopliujucou podmienkou g; # 0.”) } } }
return(” Tvrdenie neplati so Ziadnou doplfujicou podmienkou.”)
end
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