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1. Erika a Kldarka hrali hru ,slovny logik® s tymito pravidlami: Hrac A si mysli slovo
zlozené z piatich roznych pismen. Hrda¢ B wyslovi lubovolné slovo zloZené z piatich
roznych pismen a hraé¢ A mu prezradi, kolko pismen uhddol na sprdavnej pozicii a kolko
na nespravnej. Pismend povaZujeme za rozne, aj ked sa lisia iba méikcéeriom alebo diZzriom
(napriklad pismena A, A si rozne). Keby si hra¢ A myslel napriklad slovo LODKA a B
by vyslovil slovo KOLAC, odpovie hrd¢ A, Ze jedno pismeno uhddol hrd¢ B na sprdvnej
pozicii a dve na nesprdvnej. Skrdtene oznami ,1 + 2, lebo sa naozaj obe slovd zhoduji
iba v pismene O wvrdtane pozicie (druhej zlava) a v pismendch K a L, ktorych pozicie
st odlisne. Erika st myslela slovo z piatich roznych pismen a Kldrka vyslovila slova
KABAT, STRUK, SKOBA, CESTA o ZAPAL. Erika na tieto slovd v danom poradi
odpovedala 0+3,0+2, 1+2,2+0 a 1+ 2. Zistite, aké slovo si Erika mohla mysliet.

(Peter Novotny)

RieSenie. Slova ZAPAL a STRUK nemajt spolo¢né pismené. Preto sa, ako vyplyva
z odpovedi 1 + 2 a 0 + 2, medzi ich pismenami, ktoré dokopy tvoria mnozinu M =
={Z,A,P,A,L,S,T,R,U,K}, nachadza vSetkych pit pismen hladaného slova. V slove
SKOBA maju byt préave tri z hfadanych pismen. St to teda pismena S, K, A. (Zvysné
pismend B a O totiz do mnoZiny M nepatria.) V slove CESTA maja byt len dve
z hladanych pismen, a obe na spravnej pozicii. SU to uz najdené S a A, ktoré teda
patria na tretie, resp. piate miesto hladaného slova (a pismeno T moéZeme z mnoziny M
,vylacit). Pismeno K nemoze byt ani na prvom, ani na druhom mieste: vyplyva to
z odpovedi pre slovi KABAT (0 + 3) a SKOBA (1 + 2). TakZe je na $tvrtom mieste
a ostava ur¢it prvé dve pismena. V slove STRUK st len dve z hladanych pismen (musia
to teda byt S a K), obe na nespravnych pozicidch. Preto z mnoziny M | vylié¢ime* aj
pismena R, U (a T, ak sme to doteraz neurobili). Zvysné dve hladané pismend potom
patria do mnoziny {Z, AP, L}. Z podmienok pre slovo KABAT vyplyva, Ze jedno z nich
je A. V slove ZAPAL je prave jedno pismeno na spravnej pozicii. Keby to bolo Z, nemali
by sme kam ulozit pismeno A. TakZe A je na druhom mieste a navySe mozeme vylacit
pismeno Z. Na prvom mieste hladaného slova méze byt L alebo P. Lahko sa presved¢ime,
7e najdené slovd LASKA aj PASKA vyhovujt vietkym podmienkam tlohy.
NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Z piatich rodin odoberajua tri rodiny dennik SME a dve Hospodarske noviny. Existuje
medzi nimi rodina, ktord neodobera ziadny z tychto dennikov? [Taka rodina existovat

moze, ale nemusi. Niektoré rodiny totiz modzu odoberat oba denniky. Mozné situdcie
znazoriuju diagramy na obr. 1.]

Obr. 1

N2. Erika a Klarka hrali hru ,,slovny logik“. Erika si myslela slovo z piatich r6znych pismen
a Klarka vyslovila slovd SIRUP a VODKA. Erika v danom poradi odpovedala 0 + 3
a 1+1. Dokazte, ze vsetky pismena slova, ktoré si Erika myslela, patria do mnoziny M =
={S,LLR,U,P}U{V,0,D,K, A}. (Poznamenajme, ze Erika si mohla mysliet napriklad
slovo ISKRA alebo RUSKO.)



N3. Erika a Klarka hrali hru ,slovny logik“. Erika si myslela slovo AGATY a Klarka
vyslovila slovi KABAT a LOPTA. Overte, 7e Erika musela odpovedat rovnako ako
v ulohe N2. Preco teraz nepatria vsetky pismend slova, ktoré si Erika myslela, do
mnoziny L = {K,A,B, A, T} U {L,0,P,T,A}?

N4. Erika a Klarka hrali hru ,slovny logik“. Klarka vyslovila slovd STROM a MISKA,
pricom Erika odpovedala rovnako ako v tlohe N2. Aké slovo si mohla Erika mysliet, ak
vieme, ze vSetky jeho pismend patria do mnoziny L = {S, T,R,O,M}U{M,I,S, K, A}?
[Napriklad TRIKO; vSetkych vyhovujuacich ,,slov¥ je az 58, vicSina z nich samozrejme
nem4 ziadny vyznam.]

D1. Tridsat maturantov jedného gymnézia si podalo prihlasku na dalsie studium na
niektort zo Siestich fakult Slovenskej technickej univerzity. Vyuzili moznost podat
viac prihlasok, a tak polovica ziakov podala prihlasku aspon na tri fakulty. Tretina
Studentov si podala prihlasku na viac ako tri fakulty. Na fakultu architektary sa
vzhladom na talentové prijimacie sktisky nehlasil nikto. Dokazte, Ze na niektora zo
zvy$nych piatich fakult sa prihlasilo menej ako dvadsat Studentov. [50-C-I-5]

D2. Tomas, Jakub, Martin a Peter organizovali na namesti zbierku pre dobroc¢inné tucely.
Za chvilu sa pri nich postupne zastavilo pat okoloidacich. Prvy dal Tomaésovi do jeho
pokladnicky 3 Sk, Jakubovi 2 Sk, Martinovi 1 Sk a Petrovi ni¢. Druhy dal jednému
z chlapcov 8 Sk a ostatnym trom nedal ni¢. Treti dal dvom chlapcom po 2 Sk a dvom
ni¢. Stvrty dal dvom chlapcom po 4 Sk a dvom nié. Piaty dal dvom chlapcom po 8 Sk
a dvom ni¢. Potom chlapci zistili, ze kazdy z nich vyzbieral ina ¢iastku, pricom tieto
tvoria Styri po sebe iduce prirodzené ¢isla. Ktory z chlapcov vyzbieral najmenej a ktory
najviac koran? [58-C-I-1]

2. Vrcholom C pravouholnika ABCD wvedte priamky p a q, ktoré maji s dangm pra-
vouholnitkom spolocény iba bod C, pricom priamka p md od bodu A najvicsiu mozni
vzdialenost a priamka q vymedzuje s priamkami AB, AD trojuholnik s ¢o najmensim
obsahom. (Leo Bocek)

Riesenie. Pita P kolmice z bodu A na priamku p prechddzajicu bodom C' lezi na
Talesovej kruznici nad priemerom AC. Vzdialenost bodu A od priamky p, t.j. dlzka
usecky AP, je teda nanajvys rovnd velkosti priemeru AC'. Pritom rovnost nastane prave
vtedy, ked je priamka p kolmé na uhlopriecku AC. Je zrejmé, ze takd priamka p ma
s danym pravouholnikom spolo¢ny iba bod C'.

Zvolme teraz Iubovolnu priamku ¢ tak, aby mala s pravouholnikom ABCD spo-
loény iba bod C. Jej prieseéniky s priamkami AB, AD ozna¢me M a N (v uvedenom
poradi). Dalej ozna¢me M’ obraz bodu M v osovej simernosti podla priamky BC a N*
obraz bodu N v osovej simernosti podla priamky CD. Kedze |[{NCD|+ |{MCB| =
= 180° — |[£{BCD| = 90°, vyplyva z prave uvedenych simernosti rovnost |[{MCM'| =
= 2[4MCB| = 2(90° — |{NCD|) = 180° — 2|4NCD| = 180° — |{NCN*|. Body C,
M’ a N* teda lezia na jednej polpriamke s poc¢iatkom C'. Pre obsah trojuholnika AM N
tak vzdy plati (obr. 2)

Samn = Sapcp + Seymce + Spen = Sapep + Svrse + Spn+c 2 25aBeD,

s rovnostou prave vtedy, ked polpriamka CM’ = CN* bude prechddzat vrcholom A
daného pravouholnika, t.j. prave vtedy, ked M’ = A = N* (potom budd BC a CD
strednymi prieckami trojuholnika AM N).
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Obr. 2

Zdver. Priamku ¢, pre ktoru je obsah trojuholnika AM N minimélny, zostrojime
ako priamku C' M, pricom M je obraz bodu A v osovej simernosti podla osi BC.

Priamka p s najvic¢Sou moznou vzdialenostou od bodu A pri danych podmienkach
je kolmica na tisecku AC zostrojend v bode C.

Poznamka. K prave uvedenému rieSeniu moze ziakov inspirovat aktivita so sklada-
nim papiera opisana v tllohe N1. Namiesto skladania papiera mozno situéciu modelovat
na pocitaci v niektorom z nastrojov dynamickej geometrie, napriklad v Cabri geometrii
alebo v Geonexte.

Iné riesenie. Ozna¢me P pitu kolmice z bodu A na hladant priamku p a ¢ velkost
odchylky priamok p a AC. Pre vzdialenost d priamky p od bodu A plati d = |AP| =
= |AC|sin ¢ < |AC|. Priamka p m4 teda najviic¢siu moznu vzdialenost od bodu A prave
vtedy, ked je kolma na AC.

Uvazujme Tubovolna priamku ¢, ktord ma s pravouholnikom ABCD spolo¢ny iba
bod C, a budeme hladat, za akych podmienok ohrani¢uje spolu s priamkami AB a AD
trojuholnik s najmensim obsahom. Pouzijeme oznacenie z obr. 2a oznacime a = |AB| =
= |DC|, z = |BM|, b = |AD| = |BC| a y = |DN|. Pomocou tychto veli¢in vyjadrime
obsah trojuholnika AM N a odhadneme ho pouzitim AG-nerovnosti:

1 1 1
SAamnN = §(a+w)(b—l—y) = §(ab+xy+ay+b:c) > §(ab+xy—i—2\/ab~xy). (1)

Z podobnosti trojuholnikov BMC a DCN dostavame |[DN|/|BC| = |DC|/|BM]|, ¢o
vzhladom na zvolené oznacenie dava zy = ab. Po dosadeni do (1) a po jednoduchej
uprave tak dostaneme Sapn = 2ab = 254pcp. Pritom rovnost nastane prave vtedy,
ked plati ay = bx. Spolu s podmienkou zy = ab predstavuju oba vztahy sistavu rovnic
s neznamymi x, y, ktorej vyrieSenim dostaneme x = a a y = b. Dospeli sme teda
k rovnakému vysledku ako v prvom rieseni, kde sme tiez uviedli konstrukciu priamky q.

Iné riesenie. Postupujeme rovnako ako v predchadzajicom rieseni s tym rozdie-
lom, Ze najskor z podobnosti trojuholnikov BMC a DCN uréime y = ab/x a potom
odhadneme obsah trojuholnika AM N pomocou tvrdenia z tlohy N2 za piatou sutaznou
ulohou takto:

1 1 ab
SAMN = 5(@ +z)(b+y) = 5(@ +=’17)<b+ ;) =
1 2p 1
= (20b+ b+ 2) =ab+ Sab(E+2) 2 20,
2 T 2 a x
Rovnost nastava prave vtedy, ked = /a = a/z, ¢o je ekvivalentné s podmienkou x = a.
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NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Na hérok papiera tvaru obdlZnika narysujte podla obr.3 pravouholnik ABCD tak,

N
D C
M
A B
Obr. 3

aby jeho strany AB a AD splyvali s okrajom papiera. Potom zostrojte priamku,
aby mala s pravouholnikom spolo¢ny len bod C' a jej prienik s harkom papiera tvoril
use¢ku M N, pozdlz ktorej papier rozstrihnite. Vzniknuty papierovy model trojuholnika
AMN s narysovanym obdlznikom ABCD prelozte pozdlz usetiek BC a DC. Tato
¢innost niekolkokrat opakuje, pritom pre rovnaky pravouholnik ABCD volte rozne
dlzky tsec¢ky BM. Co mozno z vysledku usudif o pomere obsahov trojuholnika AM N
a pravouholnika ABC D? Hypotézu dokazte.

N2. Dokazte, ze pre lubovolné nezdporné ¢isla a, b plati %(a + b) = Vab, priéom rovnost
nastane prave vtedy, ked a = b. [Ziakom mozno poradit substiticiu @ = u? a b = v?

alebo a =m —d a b=m +d, pricom m = L(a+b) a 05 |d| 5 Lm.]

D1. Dany je ostry uhol K BIL a vnutri neho bod M. Zostrojte bodom M priamku p tak,
aby odrezala z uhla K BL trojuholnik ABC' s najmensim moznym obsahom. [Kufina,
F.: Uméni vidét v matematice, str. 101]

D2. Dany je ostry uhol XVY a jeho vnutorny bod C'. Zostrojte na ramene VX bod A
a na ramene VY bod B tak, aby vzniknuty trojuholnik ABC mal ¢o najmensi obvod.
[Polak, J.: Stfedoskolskd matematika v tlohach II, str. 262]

3. Urcte véetky redlne cisla x, ktoré vyhovuji rovnici 4x — 2|z| = 5. (Symbol |z]
oznacuje najvicsie cel€ ¢islo, ktoré nie je vicsie ako ¢islo x, tzv. dolni celi cast redlneho
¢isla x.) (Jaroslav Svréek)

RieSenie. Polozme |z| = a, potom = = a + ¢, pricom ¢ € (0,1), a rovnicu 4(a + t) —
— 2a = 5 ekvivalentne upravme na tvar a = g — 2t. Aby bolo ¢islo a celé, musi byt
2t = k- %, pri¢om k je nepéarne ¢islo. Navyse 2t € (0, 2). Teda bud 2t = % aa = 2, alebo
2t = % a a = 1. Pévodna rovnica méa preto dve rieSenia: z; = 2,25 a x5 = 1,75.

Iné rieSenie. Rovnicu upravime na tvar 2z — % = |z]. Jej riesenim st z-ové

stradnice priese¢nikov grafov funkcii l:y = 2z — 2 a pry = |2]. Grafy sa pretinaju
v dvoch bodoch, ako vidime na obr. 4. Pre prvy priese¢nik plati [z] = 1. Po dosadeni
do povodnej rovnice dostaneme 4x —2 = 5 a odtial x1 = % = 1,75. Pre druhy priesecnik
plati x| = 2, takze 4z —4 =5 a x5 = I = 2,25.
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Obr. 4
Iné riesenie. Rovnicu upravime na tvar 2z — g = |x|. Také rovnica bude splnena
prave vtedy, ked ¢islo 2z — g bude celé a bude spliiat nerovnosti z — 1 < 2z — 2 < z,

ktoré su ekvivalentné s podmienkou % <z < g Pre takéto x zrejme hodnoty vyrazu

2r — g vyplnia interval (%, g} V tiom lezia prave dve celé ¢isla 1 a 2, teda hladané x
najdeme z rovnic 2x — g =1a2xr— g = 2.
NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Uréte [0], [3,5], |2,1], |—4], |—3,9], [—0,2].
N2. Nech a je celé &slo a t € (0,1). Uréte |a, la+t], la+ 5t|, [a—t], la+2t], [a—2t].
N3. V kartezidnskej stustave stradnic zostrojte grafy funkcii f:y = |z|, g:y = = — [z].
D1. V obore realnych éisel rieste rovnicu |3z — 5] = 5z — 8. [47-C-S-1]
D2. Najdite vsetky dvojice redlnych cisel z, y, pre ktoré plati 7|z| + 2y = 1174
a 5z + 2|y] = 91,9. [47-C-1-5]
D3. Urcte vsetky kladné éisla x, pre ktoré je medzi desiatimi ¢islami |z |, |2z], |3z], |4z],
|5z ], |6x], |7x], |8z], |9z, |10x]| prave devif roznych. [47-C—II-3]

4. Kruznica k(S;r) sa dotgka priamky AB v bode A. Kruznica I(T;s) sa dotyka
priamky AB v bode B a pretina kruznicu k v krajnijch bodoch C, D jej priemeru.
Vyjadrite dizku a tsecky AB pomocou polomerov r, s. Dokdzte dalej, Ze priesecnik M

priamok CD, AB je stredom tusecky AB. (Leo Bocek)

Riesenie. KedZe kruznica | mé ako tetivu priemer C'D kruznice k£ a dané kruznice
nie su totozné, plati pre ich polomery nerovnost s > r. Ak oznac¢ime P pétu kolmice
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z bodu S na tse¢ku BT (obr.5), tak z Pytagorovej vety pre pravouhlé trojuholniky

s

Cr

k SN
rIND,
A M

Obr. 5

CST a SPT vyplyva
|IST|? =s® —r? a |ST|* =|SP|*+ (s —r)?. (1)
Odtial pre velkost tsecky SP vychadza
ISP|? = (s —1%) — (s —r)> = 2r(s — 7).
A kedze ABPS je pravouholnik, dostavame
|AB| = |SP| = +/2r(s —r).
Z pravouhlych trojuholnikov AM S a MT'S dalej podla prvej rovnosti v (1) vyplyva
|AM|* = |SM|?> —7? = |[MT|? — |ST|* — r? = |MT|?* — s,
pritom z pravouhlého trojuholnika MBT mame
|IBM|> = |[MT|? — s°.

Preto |[AM| = |BM]|, a bod M je teda stredom usecky AB.

Poznamka. Zaver, ze M je stredom tusecky AB, vyplyva okamzite aj z mocnosti
bodu M k obom kruzniciam (bod M lezi na tzv. chordale oboch kruznic). Tieto pojmy
st vSak pre sutaziacich kategérie C zvic¢Sa nezndme a nebudid nutné ani pre rieSenia
dalgich stutaznych kol.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Kruznice k, I, m sa po dvoch zvonka dotykaju a vSetky tri maja spolo¢nt dotycnicu.
Polomery kruznic k, I st 3cm a 12 cm. Vypocitajte polomer kruznice m. Najdite vsetky
rieSenia. [55—-C-1-2]

N2. Kruznice k, I, m sa dotykaja spolo¢nej doty¢nice v troch réznych bodoch a ich stredy
lezia na jednej priamke. Kruznice k a [, a tiez kruznice [ a m, maju vonkajsi dotyk.
Uréte polomer kruznice I, ak polomery kruznic k a m st 3cm a 12 cm. [55-C—S—3]

D1. Kruznice k, | s vonkajsim dotykom lezia obe v obdlzniku ABCD, ktorého obsah je
72 cm?. KruZnica k sa pritom dotyka stran CD, DA a AB, zatial o kruznica [ sa
dotyka stran AB a BC. Urcte polomery kruznic k a [, ak viete, ze polomer kruznice k
je v centimetroch vyjadreny celym &islom. [55-C—II-3]

D2. Do kruznice k s polomerom r st vpisané dve kruznice k1, k2 s polomerom r/2, ktoré
sa vzajomne dotykaju. KruZnica [ sa zvonka dotyka kruznic k1, k2 a s kruZznicou k£ méa
vnuatorny dotyk. Kruznica m ma vonkajsi dotyk s kruznicami k2 a l a vnutorny dotyk
s kruznicou k. Vypoditajte polomery kruznic [ a m. [54-B-1-6]



5. DokdZzte, Ze pre lubovolné kladné redlne ¢isla a, b plati

2(a® +3ab+b%) _a+b
b <
Vab < 5(a+b) 2

A

a pre kaZdi z oboch nerovnosti zistite, kedy prechddza na rovnost. (Jan Mazak)

RiesSenie. Prava nerovnost je ekvivalentna s nerovnostou
4(a* + 3ab + b*) < 5(a + b)?,

ktort mozno ekvivalentne upravif na nerovnost a? + b?> — 2ab = (a — b)? = 0. T4 je
splnend vzdy a rovnost v nej nastane prave vtedy, ked a = b.
Z lavej nerovnosti odstranime zlomky a umocnime ju na druhq,

25ab(a® 4 2ab + b%) < 4(a* + 9a*b® + b* + 64°b + 6ab® + 2a%H?),
25ab(a® + b?) + 50a%b* < 4a* + 4b* + 44a%b? + 24ab(a® + b?),

takze po tprave dostaneme ekvivalentnii nerovnost

4a* + 4b* — 6a*b* = ab(a® + b?).
Po odéitani vyrazu 2a?b? od oboch stran nerovnosti sa ndm podari na oboch stranach
pouzit Gpravu na Stvorec. Dostaneme tak (opét ekvivalentni) nerovnost

4(a* — b*)* = ab(a — b).

Rozdiel $tvorcov v zatvorke na lavej strane eSte rozlozime na stéin a vztah upravime
na tvar 4(a — b)?(a + b)? = ab(a — b)%.

Ak a = b, plati rovnost. Ak a # b, mdzeme posledni nerovnost vydelit kladnym
vyrazom (a — b)? a dostaneme tak nerovnost 4(a + b)? = ab, ¢ize 4a® + 4b* + Tab =
2 0. Lavéa strana tejto nerovnosti je vzdy kladnd, preto vySetrovana nerovnost plati pre
vSetky kladné ¢isla a, b, pricom rovnost v nej nastane prave vtedy, ked a = b.

Iné riesenie. Aritmeticky priemer c ¢isel a, b ma tu vlastnost, Ze sa od neho obe
Cisla lisia o rovnakt hodnotu d. Ak nahradime premenné a, b v danych nerovnostiach
premennymi ¢, d, zapis nerovnosti aj dokaz oboch vztahov sa zjednodusi. PoloZzme teda
c=1(a+b), potoma=c+dab=c—d (pricom d = 1(a — b), ako sa lahko moZeme
presvedcit). Takze a? + b% = 2(c? + d?), ab = ¢® — d?, odkial a? + 3ab + b? = 5¢2 — d>.
Oznac¢me eSte pismenami m a n Tavl a prava stranu prvej z dokazovanych nerovnosti.
Potom

m = Vab=/c2 — d2,

9(a2 2 (B2 — 2 2 22 ) 2
. (a —|—3ab+b): (5¢ d):c—d—:\/<c—d—> :\/02—d2<——d—>.
5(a +b) 5.2¢ 5¢ 5¢ 5  25¢2

Kedze z vyjadrenia kladnej hodnoty m vidime, Ze d?> < c?, pre vyraz v poslednej
zatvorke pod odmocninou plati

d2
25¢2

2 2
1>-2-—
975

2
> ——=_>0,
)



¢o znamena, ze vyraz pod odmocninou lezi v uzavretom intervale medzi éislami ¢ — d?
a c2. Odtial vyplyva m < n < ¢, pri¢om rovnost nastane prave vtedy, ked d = 0, t. j. ked
a=b.

Poznamka. Z vysledkov sufaznej tlohy vyplyva, Ze rozdiel medzi aritmetickym
a geometrickym priemerom dvoch kladnych ¢isel mozno zdola odhadnit nezédpornym
lomenym vyrazom takto:

a+b_\/%>a+b_2(a2+3ab+62) (a — b)?
2 = 2 5(a +b) ~10(a+b)

Umocnenim osamostatnenej odmocniny a dals$imi Gpravami mozeme dokdzat silnejsi
odhad rovnakého typu

a+b (a — b)?
2 ~ Vabz 4(a+b)

Intt metédu dokazov spolu s dalsimi podobnymi nerovnostami néjdete v ¢lanku J. Simsu
Dolni odhady rozdilu priméri v ¢asopise Rozhledy matematicko-fyzikalni 65 (1986/87),
¢islo 10, str. 403—407.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:
N1. Nech a, b, ¢, d st také redlne Cisla, ze a + d = b + ¢. Dokazte nerovnost

(a=b(c—d)+(a—c)b—d)+(d—a)(b—c)=0.
[64-C-I-1]
N2. Vyrieste najskor ilohu N2 za druhou sttaznou tlohou a potom dokézte, ze pre kazdé

kladné ¢islo z plati ¢ 4+ 1/x = 2. Kedy nastava rovnost?
D1. Dokézte, ze pre lubovolné rozne kladné ¢isla a, b plati

a+b<2(a2+ab—|—b2)< a? + b2
2 3(a+1b) 2
[58-C-1-6]

D2. Urcte vsetky kladné cisla x, y, z, pre ktoré sacasne plati

1 1 1
t+-52, y+-52, z+—-52.
Y z x

[S¢itajte vSetky tri vztahy a lava stranu odhadnite pomocou nerovnosti z tlohy N2.]

6. Ndjdite vsetky prirodzené éisla, ktoré nie siu delitelné desiatimi a ktoré vo svojom
dekadickom zapise majiu niekde vedla seba dve nuly, po ktorych vyskrtnuti sa povodné
¢islo 89-krdt zmensi. (Jaromir Sims3a)

RiesSenie. Rozoberieme niekolko pripadov.

a) Predpokladajme najskér, ze nuly st na trefom a druhom mieste sprava. Hladané
¢islo z mé potom tvar = 1000a + b, pricom a je prirodzené ¢islo (rovnako to bude aj
v dalsich pripadoch, ked uZ to nebudeme pripominat) a b nenulova cifra. Podmienku
zo zadania 1000a + b = 89(10a + b) upravime na tvar 5a = 4b, z ktorého vyplyva, ze b
je nasobok piatich. Vyhovuje tak iba b =5 a a = 4, teda x = 4005.
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b) Ak hladané ¢islo x méa nuly na $tvrtom a trefom mieste sprava, je x = 10 000a+b,
pri¢om b je dvojciferné ¢islo. Podmienku zo zadania 10 000a+b = 89(100a+b) upravime
na tvar 25a = 2b, z ktorého vyplyva, Ze b je neparny nasobok ¢isla 25 (pripominame,
Ze x, a teda ani b, nie je delitelné desiatimi). Odtial b = 25, a = 2 alebo b = 75, a = 6,
teda x € {20025,60075}.

c¢) Ak hladané ¢islo  mé nuly na piatom a Stvrtom mieste sprava, je x = 100 000a+
+ b, pricom b je trojciferné ¢islo. Podmienku zo zadania 100 000a + b = 89(1000a + b)
upravime na tvar 125a = b, z ktorého vyplyva, Ze b je neparny nasobok cisla 125.
Vyhovujeibab=125aa=1,0=375aa=3,b=625aa=5,b=875aa =17, teda
x € {100 125,300 375,500 625,700 875}.

d) Z predoslych pripadov vidime, 7ze pre hladané ¢islo  tvaru z = 10"+ 2a + b,
pricom b je n-ciferné ¢islo, dostdvame podmienku 10"+ 2a + b = 89(10™a + b), &ize 11 -
-10"a = 88b, odkial pre n > 4 dostdvame podmienku 125 - 10"~ 3a = b, podla ktorej je
b nasobkom desiatich. Ziadne dalsie x, ktoré by vyhovovalo zadaniu, teda neexistuje.

Zaver. Hladané ¢isla s 4005, 20 025, 60075, 100 125, 300 375, 500 625, a 700 875.

NAVODNE A DOPLNAJUCE ULOHY:

N1. Trojciferné ¢islo sa konéi cifrou 4. Ak tato cifru presunieme na prvé miesto (a ostatné
dve cifry nechdme bez zmeny), dostaneme ¢islo, ktoré je o 81 mensie ako pévodné ¢islo.
Uréte povodné ¢islo. [Sedlacek, J.: Co vime o pfirozenych ¢islech, str. 7]

N2. N3ajdite vsetky ¢isla od 1 do 1000 000, ktoré sa po skrtnuti prvej cifry 73-krat zmensia.
[45-Z7-1-2]

N3. Najdite vsetky stvorciferné cisla n, ktoré maja nasledujiace tri vlastnosti: V zapise
¢isla n st dve rozne cifry, kazda dvakrat. Cislo n je delitelné siedmimi. Cislo, ktoré
vznikne obratenim poradia cifier ¢isla n, je tiez Stvorciferné a delitelné siedmimi. [58—
C-1-3]

N4. Klarka mala na papieri napisané trojciferné ¢islo. Ked ho spravne vynésobila devia-
timi, dostala Stvorciferné cislo, ktoré zacinalo rovnakou ¢islicou ako pdévodné cislo,
prostredné dve cislice sa rovnali a posledna ¢islica bola stuc¢tom ¢islic pévodného cisla.
Ktoré stvorciferné ¢islo mohla Klarka dostat? [57-C—I-6]

D1. Uréte najvicsie dvojciferné &islo k s nasledujicou vlastnostou: existuje prirodzené
¢islo N, z ktorého po skrtnuti prvej &islice zlava dostaneme ¢islo k-krat mensie. (Po
skrtnuti ¢islice moze zapis ¢isla zacinat jednou ¢i niekolkymi nulami.) K uréenému
&islu k potom najdite najmensie vyhovujtce ¢islo N. [56—C-114]



