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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia uloh okresného kola kategorie Z9

Informacia pre obvodnu komisiu MO:

Pri kazdej ulohe sa za akékolvek tiplné rieSenie prideluje 6 bodov. Ak ziak riesi tilohu
postupom, ktory sa odlisuje od vsetkych tu uvedenych rieSeni, ale tilohu nevyriesi uplne,
bodovacia schéma sa zvoli tak, aby co najlepsie korespondovala s navrhom hodnotenia tu
uvedenym. Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 12 alebo viac bodov.

Prosime o zaslanie opravenych rieseni obvodnych kol aj s vysledkovou listinou predsedom
KKMO alebo nimi poverenej osobe do 17. februara.

Upozortiujeme tiez na moznost zverejnit vysledkovi listinu obvodného kola na oficidlnej
stranke Slovenskej komisie MO: skmo . sk. Stac¢i poslat vysledkovi listinu e-mailom na adresu
skmo@skmo.sk v takom forméte, v akom si ju Zeldte zverejnit na internete. Na stranke
skmo . sk/dokument . php?id=429 ndjdete Sablénu vo forméte Excelovskej tabulky, ktorti mo-
Zete pri priprave vysledkovych listin pouzit. Nie je to vSak povinny format, mézete pouzit
aj vlastny. Prosime len, aby ste dodrzali oznacenie poradia podla nasledovného prikladu:
Ak prave 5 ziakov dosiahne viac bodov ako ziak X.Y. a prdve traja ziaci (vratane X.Y.)
dosiahnu rovnako vela bodov ako X.Y., tak ziakovi X.Y. patri v poradi 6. — 8. miesto,
pripadne skratene len 6. miesto. Analogickym postupom sa urcuje umiestnenie vsetkych
ziakov.

1. Jana mala za domdcu ulohu vypoéitat sucin dvoch Sestcifernijch éisel. Pri prepisovand
druhého z nich z tabule zabudla odpisat jednu cifru a tak namiesto celého Sestciferného
¢isla napisala iba pdtciferné ¢islo 85522. Ked bola doma, zistila svoj omyl. Pamidtala si
vsak, Ze ¢islo, ktoré zle odpisala, bolo delitelné tromi. Rozhodla sa, Ze sa pokisi urcit,
aké mohlo byt povodné ¢éislo. Zistite, kolko takych Sestcifernich cisel existuje.

(Monika Dillingerova)

Riesenie. Celé ¢islo je delitelné tromi prave vtedy, ked je jeho ciferny stucet delitelny
tromi. Sucet cifier odpisaného ¢isla je

8+5+54+2+2=22

¢o nie je ¢islo delitelné tromi. Vynechané cifra teda nebola 0 a ciferny stcet povodného
¢isla musi byt vicsi. Najblizsie vicsie ¢isla delitelné tromi st 24, 27, 30, 33 atd. Keby
bol ciferny sucet 24, 27, resp. 30, bola by vynechanou cifrou 2, 5, resp. 8. (Ciferny sucet
33 a viac sa nedé dostat doplnenim jedinej cifry.)

Teraz treba uréit, na ktoré miesta mozno tieto cifry doplnit tak, aby vzniklo
zakazdym iné ¢islo. To najjednoduchsie zistime vypisanim vSetkych moznosti:

e 285522, 825522, 852522, 855222,
e 585522, 855522, 855252, 855225,
e 885522, 858522, 855822, 855282, 855228.

Celkom teda existuje 13 moznosti.

Navrh hodnotenia. 2 body za zistenie vynechanej cifry a zdévodnenie; 3 body za vypisanie vSetkych
moznych &isel (alebo za spravne vysvetlenie, kolko ich je, aj bez ich vypisania); 1 bod za podet moznosti.


http://skmo.sk
http://skmo.sk/kontakt.php
http://skmo.sk/dokument.php?id=429

2. Rendta zostrojila lichobeznik PRST so zdkladriami PR a ST, v ktorom sucasne plati:

lichobeznik PRST nie je pravouhly,

trojuholnik T RP je rovnostranny,

trojuholnik T RS je pravouhly,

jeden z trojuholnikov TRS a TRP md obsah 10 cm?.

Urcte obsah druhého z tychto dvoch trojuholnikov; najdite vsetky moznostu.
(Michaela Petrova)

Riesenie. Z druhej podmienky vieme, ze trojuholnik T'RP je rovnostranny, preto
vSetky jeho vnutorné uhly maju velkost 60°. Uhly TRP a STR su striedavé, preto
je aj velkost uhla ST R rovna 60°.

Z tretej podmienky vieme, ze trojuholnik T'RS je pravouhly. Z predchadzajiceho
odseku vieme, Ze pravy uhol nemdze byt pri vrchole T', zaroven z prvej podmienky
vyplyva, Ze pravy uhol nemoze byt ani pri vrchole S. Takze pravy uhol je pri vrchole R.
Dalej ozna¢me K stred prepony ST trojuholnika TRS. KedZe je tento trojuholnik
pravouhly, lezi vrchol R na kruznici so stredom K a polomerom |KS| = |KT|. Plati
teda

|KS|=|KT|=|KR|.

Trojuholnik TRK je teda rovnoramenny so zdkladiiou R7'. Navyse z predchadzajiceho
vieme, ze uhol RT K mé velkost 60°, preto aj druhy uhol pri zékladni mé velkost 60°.
Trojuholnik TRK je teda rovnostranny a navyse zhodny s rovnostrannym trojuholni-
kom T RP.

T K S

Trojuholniky TRP a TRK maja rovnaky obsah, pretoze st zhodné. Trojuholniky
TRK a SRK maju rovnaky obsah, pretoze strany K'T' a KS st rovnako dlhé a vyska

.....

ako trojuholnik TRP,
Strs = 25TRp- (1)

Zo stvrtej podmienky vieme, Ze obsah jedného z tychto dvoch trojuholnikov je 10 cm?:

o Ak STRS = 100m2, tak STRP = 5CII12.
e Ak Srrp = 10cm?, tak Strs = 20 cm?.

Iné riesenie. Rovnakym spdsobom ako v predchadzajicom rieSeni ur¢ime vnatorné
uhly trojuholnika TRS. Bod T zobrazime v osovej simernosti podla osi RS, symetricky
bod oznacéime I. VSetky vnatorné uhly trojuholnika 7'IS maju velkost 60°, trojuholnik
je teda rovnostranny.



I

Strana T'I je dvojnasobkom strany T R, trojuholniky TRP a T'1.S st teda podobné
s pomerom podobnosti 1 : 2. Preto st ich obsahy v pomere 1 : 4,

Strs = 4Strp-

obsah trojuholnika T'RP. Tak prichddzame ku vztahu (1) a tlohu uzavrieme rovnako
ako v predchadzajicom rieSeni.

Ndvrh hodnotenia. Po 1 bode za uréenie velkosti vnitornych uhlov RT'S a T RS; 3 body za zdévodnenie
rovnosti (1); 1 bod za vysledné obsahy 5cm? a 20 cm?.

3. Lenka mala papierovy kvietok s osmimi okvetnyma listkami. Na kaZdom listku bola
napisand prave jedna cifra a Ziadna z cifier sa na Ziadnom inom listku neopakovala.
Ked sa Lenka s kvietkom hrala, uvedomila si niekolko veci:

e 7 kvietka bolo mozZné odtrhnut $tyri listky tak, Ze sucet na nich napisanich
cisel by bol rovnaky ako sucet c¢isel na neodtrhnutych listkoch.

e TieZ bolo mozné odtrhnut Styri listky tak, Ze sucet na nich napisanych cisel by
bol dvakrat vicsi ako sucet cisel na neodtrhnutych listkoch.

e Dokonca bolo mozné odtrhnut Styri listky tak, Ze sucet ma nich napisaniych
cisel by bol styrikrat vicsi ako sucet cisel na neodtrhnutych listkoch.

Urcte, aké cifry mohli byt napisané na okvetnych listkoch. (Erika Novotna)

RieSenie. Z prvej podmienky vieme, Ze listky sa daju rozdelit na dve skupiny tak,
ze sucet jednej skupiny cisel je rovnaky ako sucet druhej. Z toho vyplyva, ze stcet
vSetkych ¢isel napisanych na listkoch musi byt delitelny dvoma. Podobnou tvahou
z druhej podmienky odvodzujeme, Ze stcet vSetkych napisanych ¢isel je delitelny tromi;
z poslednej podmienky vyplyva, Ze tento stcet musi byt delitelny aj piatimi. Stucet
vSetkych napisanych ¢isel je preto delitelny 30.

Sucet vsetkych pouzitelnych cifier je 0 + 14 --- + 8 + 9 = 45, a preto je vyssie
diskutovany stcet rovny prave 30. Na listkoch teda neboli pouzité také dve cifry, ktorych
stucet bol rovny 15. To mohli byt bud cifry 7 a 8, alebo 6 a 9. V oboch pripadoch

3



musime overit, ¢i je mozné otrhat listky s ostatnymi ciframi tak, aby platili podmienky
zo zadania.

e Overme moznost, ked na kvietku neboli cifry 7 a 8:
Po trhani podla prvej podmienky mohli zostat napr. cifry 0+ 1+ 5+ 9 = 15,
po trhani podla druhej podmienky mohli zostat napr. cifry 0+ 1+ 3 + 6 = 10,
po trhani podla tretej podmienky mohli zostat cifry 0+ 1+ 2+ 3 = 6.
e Overme moznost, ked na kvietku neboli cifry 6 a 9:
Po trhani podla prvej podmienky mohli zostat napr. cifry 0 +2 + 5 + 8 = 15,
po trhani podla druhej podmienky mohli zostat napr. cifry 0+ 1+ 2+ 7 = 10,
po trhani podla tretej podmienky mohli zostat cifry 0 +1 + 2 + 3 = 6.
Na okvetnych listkoch teda mohli byt bud vSetky cifry okrem 7 a 8, alebo vSetky
okrem 6 a 9.

Ndvrh hodnotenia. 2 body za odvodenie toho, Ze celkovy stucdet napisanych ¢isel je delitelny 30; 2 body
za urcenie oboch dvojic cifier, ktoré mohli byt vynechané; 2 body za kontrolu, ¢i je mozné otrhat listky
podla zadania.

Za rieSenie obsahujiice iba jednu moznost bez principu delitelnosti 30 dajte nanajvys 3 body.

4. V hostinci U temného lesa obsluhuju obrie dvojcatd Pravdoslav a Krivomir. Prav-
doslav je poctivy a uctuje vZdy presne, Krivomir je mecestny a ku kaZdému koldcu
a kaZdému dzbanku medoviny vZdy pripocita dva grajciare. Raz tento hostinec nav-
stivilo sedem trpaslikov, ktori si sadli k dvom stolom. Trpaslici zaplatili za Styri kolace
u jedného obra rovnako vela ako za tri dzZbdnky medoviny u druhého. Inokedy trpaslici
platili za styri dZbanky medoviny u Pravdoslava o 21 grajciarov viac ako za tri kolace
u Krivomira. Urcte, kolko stdl jeden koldé a kolko jeden dzbanok medoviny. Vsetky ceny
st v celych grajciaroch a medzi oboma ndvstevamsi sa tieto ceny nijako nemenili.
(Michaela Petrova, Monika Dillingerova)

RieSenie. Skuto¢nu cenu (cenu u Pravdoslava) jedného dzbanku medoviny oznac¢me m
a skuto¢nu cenu jedného koldca oznacme k. Pri prvej navsteve mohli trpaslici platif
kolace u Pravdoslava a medovinu u Krivomira, alebo naopak. Tomu zodpovedaju dve
rozne vyjadrenia:

4k = 3(m + 2), (1a)
alebo
4(k +2) = 3m. (1b)
Podla informécie o druhej navsteve vieme, ze plati
dm = 3(k + 2) + 21. (2)

RieSenim suistavy rovnic (1la) a (2) je dvojica
k=15, m =18,
rieSenim ststavy rovnic (1b) a (2) je dvojica
k=7 m=12.

Uloha mé teda dve rieSenia: Bud stal kola¢ 15 grajciarov a dzbanok medoviny
18 grajciarov, alebo kolac¢ 7 grajciarov a dzbanok medoviny 12 grajciarov.

Navrh hodnotenia. Po 1 bode za sformulovanie kazdej z podmienok (la), (1b) a (2); po 1 bode za
doriesenie kazdej zo ststav rovnic; 1 bod za vysledok.
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