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63. ro¢nik Matematickej olympiady
2013/2014 Riesenia uloh Skolského kola kategorie B

1. V obore redlnych cisel vyrieste rovnicu
oletll _ 92 — 1 4|27 — 1],
(Vojtech Balint)

Riesenie. Os realnych ¢isel rozdelime podla nulovych bodov, teda podla ¢isel, pre ktoré
st hodnoty vyrazov s absolitnou hodnotou v danej rovnici rovné nule. Vyrazu |z + 1|

zodpovedd = = —1 a vyrazu |2* — 1| zodpoveda x = 0. Dostavame tak nasledujtce tri
moznosti:
1) V pripade z < =1 vyjde |z + 1| = —(z+1) a |2 — 1| = —(2* — 1) = 1 — 27,

Rovnica zo zadania ma potom tvar
o=@+t _9r — 14127 ¢ze 27@TD =2

a ma jediné rieSenie x = —2. Spéatnym dosadenim sa presvedc¢ime, Ze je to naozaj rieSenie
danej rovnice.
2) Vpripade -1 <x =0vyjde [z+1|=z+1a 2" -1 =—(2"—-1) =1-—2%.

Rovnica zo zadania ma potom tvar
27l _ 9% — 141 -2% ¢ize 2°T1 =2
a ma jediné riesenie x = 0. Spatnym dosadenim sa presvedcime, ze je to naozaj riesenie
danej rovnice.
3) Nakoniec pre 0 < z vyjde |z + 1| =z + 1 a |2” — 1| = 2¥ — 1 a po dosadeni do
danej rovnice dostaneme

22Tl _ 9% — 14927 1, ¢ze 2771 =2.27

¢o je identita, ktora plati pre Tubovolné redlne ¢islo x. VSetky = > 0 st teda rieSenim
danej rovnice.

Odpoved. RieSeniami danej rovnice st x = —2 a Iubovolné z = 0.

Poznamka. Namiesto kontroly rieSenia dosadenim do danej rovnice staéi overit, ze
najdené riesenie padne do vysSetrovaného intervalu.

Iné riesenie. Rozoberieme dva pripady:
Ak x+120, tak |z + 1| = 2 + 1 a dant rovnicu mozno zjednodusit na rovnicu

27Tl 9T =1 4 (27 — 1], &ize 2" —1=[2"—1].
T4 je splnené prave vtedy, ked 2 — 1 = 0, ¢o plati prave vtedy, ked x = 0. V tomto
pripade st rieSeniami vSetky x také, ze x+1 = 0 a zdroven z = 0, ¢ize vSetky nezaporné
¢isla x.
Ak naopak z +1 < 0, je tiez 2 — 1 < 0 (lebo z < 0), takze dana rovnica dostane
tvar
o=@+l _97 —1 (27 —1), &ize 2”@tV =2
T4to rovnica ma jediné riesenie x = —2 a to podmienku x + 1 < 0 spliia.
Riesenim danej rovnice je mnozina (0,00) U {—2}.
Za plné riesenie dajte 6 bodov. Ak riesitel postupuje pomocou nulovych bodov, dajte za ich urcenie

1 bod. Za vyrieSenie pripadu —1 < x dajte 2 body, spravne vyrieSeny pripad = > 0 ohodnotte 2 bodmi
a za posledny pripad —1 < =z < 0 dajte 1 bod. Ak rieSenie rozoberd iba dve moznosti ako v druhom

rieSeni, dajte za kazda cast 3 body. Za uhadnutie vSetkych rieseni dajte 1 bod, za uhadnutie len
niektorych (i ked nekonecne vela) body nedavajte.



2. MnoZina M obsahuje 2014 roznych redalnych cisel. Sucet kaZdych dvoch roznych cisel
z mnoziny M je celé cislo.
a) Rozhodnite, ¢i existuje takd mnoZina M, ktord neobsahuje Ziadne celé ¢islo.
b) Rozhodnite, ¢i existuje takd mnozina M, ktord obsahuje iraciondlne ¢islo.

(Jan Mazak)

RieSenie. Na vyrieSenie ¢asti a) staci uviest priklad mnoziny, ktorad neobsahuje ziadne
celé cislo, pricom sucet Tubovolnych dvoch jej prvkov je celé ¢islo. Mnozina M =
={1/2,3/2,...,4027/2} je jednym z prikladov takej 2014-prvkovej mnoziny.

Oznac¢me a, b, ¢ Tubovolné tri ¢isla danej mnoziny M. Ukézeme, Ze dvojnésobok
¢isla a je celé ¢islo. Cisla a+b aj b+ c st podla zadania celé, preto aj ich rozdiel a — ¢ je
celé ¢islo. Zo zadania vieme, Ze aj ¢islo a+ ¢ je celé, preto aj sucet (a+c¢)+ (a—c) = 2a
je celé ¢islo. Dvojnéasobok kazdého ¢isla v mnozine M teda musi byt celé ¢islo, a preto
mnozina M nemoze obsahovat Ziadne iracionélne ¢islo.

Iné riesenie. Cast a) vyriesime rovnako ako v predchadzajticom rieseni.

Pripustme, ze sa v mnozine M néjde iraciondlne ¢islo a, a ozna¢me o, 0 < a < 1,

jeho desatinnu cast. VSetky ostatné ¢isla z mnoziny M (a takych je tam 2013) musia
mat desatinnt cast 1 — «, lebo stiéet kazdého z nich s éislom a dava celé ¢islo. Ale sucet
kazdych dvoch ¢isel s kladnou desatinnou ¢astou 1 — « tiez musi dat celé ¢islo. To je
mozné jedine v pripade, ze 1 —a = 1/2 ¢ize a = 1/2, ¢o je vSak v spore s tym, Ze ¢islo a
je iracionalne. Mnozina M, ktora by obsahovala iracionalne ¢islo, teda neexistuje.
Za tplné riesenie dajte 6 bodov. Za najdenie vyhovujlicej mnoziny pre ¢ast a) dajte 2 body. Za zistenie,
ze aj rozdiel dvoch ¢isel z mnoziny M je celé ¢&islo, dajte 2 body. Za korektné dokoncenie asti b) dajte
zvy$né 2 body. V pripade, Ze Student postupuje podla druhého riesenia, v ¢asti b) ziskava 2 body za
zistenie, Ze vSetky ostatné ¢isla maju rovnaka desatinnu cast, a zvysSné 2 body za zistenie, Ze tato
neceld éast moéze byt jedine 1/2. Styri body dajte aj za priamy dékaz silnej$ieho tvrdenia, Ze kazdé
éislo z M je bud celé, alebo m4 desatinni ¢ast rovna 1/2.

3. Na priamke a, na ktorej lezi strana BC' trojuholnika ABC, siu dané body dotyku
vsetkych troch jemu pripisanych kruinic (body B a C nie si zndme). Ndjdite na tejto
priamke bod dotyku kruznice vpisane;. (Sarka Gergelitsova)

Riesenie. V danom trojuholniku ABC oznacme X, Y, Z body dotyku vpisanej
kruznice s jeho stranami a x = |AY| = |AZ|, y = |BX| = |BZ|, z = |CX]| = |CY|
zhodné useky doty¢nic k vpisanej kruznici z jednotlivych vrcholov (obr. 1). Ak ozna¢ime




zvyCajnym sposobom a, b, ¢ dlzky jednotlivych stran, plati
a=y+z, b=z4+2x, c=x+y.

Séitanim tychto troch rovnic dostaneme (pomocou s ako zvyéajne oznacujeme poloviény
obvod trojuholnika)
2s=a+b+c=2x+ 2y + 2z,

takze nam vyjde
r4+y+z=s, x=s8s—a, y=s8—5b, z=s-—c (1)

Pozrime sa teraz na pripisant kruznicu trojuholniku ABC, ktora sa dotyka jeho
strany BC v bode P a polpriamok AB a AC v bodoch R a @ (obr.2). Zo zhodnosti
usekov prislusnych dotycnic k tejto kruznici mame

|AR| = |AQ|, |BR|=|BP|, |CP|=]|CQ)|
odkial vychadza

2|AR| = |AR| + |AQ| = |AB| + |BR| + |AC| + |CQ| =
= |AB|+ |BP|+ |AC|+ |CP|=a+b+c=2s,

¢ize |AR| = |AQ| = s. Z tejto rovnosti ale vyplyva, ze |BP| = |BR| = s — ¢, ¢o je
podla (1) zéroveii dlzka z tsecky C X, teda |BP| = |CX|. To znamena, ze body P a X
si simerne zdruzené podla stredu tsecky BC.

Obr. 2

Analogicky by sme odvodili rovnosti |BK| = s a |CL| = s pre body dotyku K
a L kruznic pripisanych strandm C'A a AB (obr.2) trojuholnika ABC' s priamkou a.
Z tychto poslednych rovnosti vsak vidime, ze |BL| = s — a = |CK]|, teda aj body K
a L st simerne zdruzené podla stredu tsecky BC.
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Body K a L st zname (z troch danych bodov na priamke si to tie dva krajné),
pozname teda aj stred S strany BC' (je to stred usecky K L) a bod X najdeme ako
obraz tretieho daného bodu P v stredovej simernosti podla stredu S.

Za Uplné riesenie dajte 6 bodov, z toho 3 body za urcenie stredu strany BC' pomocou sumerne zdruze-
nych bodov dotyku kruznic pripisanych ostatnym dvom stranam. Tri body tiez dajte za poznatok, ze
aj body dotyku pripisanej a vpisanej kruznice na jednej strane trojuholnika st siimerne zdruzené podla

stredu strany. Len za odvodenie vsetkych vzdialenosti bodov dotyku od vrcholov B a C bez najdenia
konstrukcie dajte 4 body.

Uspesnym riesitelom je ten Ziak, ktory ziska 10 alebo viac bodov.

Ucitelia posli opravené riesenia skolskych kol predsedom KK MO alebo nimi poverenej
osobe do 14. februara.
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